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第 l 章 ”矩阵 的 列 空间 与 核 空间 


和 矩阵 的 列 空间 和 核 空间 是 矩阵 理论 中 的 基本 概念 . 本 章 主要 讨论 矩阵 的 
列 空间 和 核 空 间 的 定义 、 性 质 以 及 它们 的 和 是 直 和 的 充 要 条 件 . 


1.1 矩阵 的 列 空间 与 核 空间 的 定义 
若 映 射 o : Fn" 一 Fm 满足 
o(ka + 1b) = ko(a) + Lo(b), Va,b € F”, k,l € F, 


则 称 c 是 从 F" 到 F™ 的 线性 映射 . 


ie, 82, tt; En EF" BU 35, Th, To, tt, nm 是 F™" 的 基 ， o : F” 一 Fm 是 线 
性 映射 ， 则 c(ey) € F”, j = 1,2, ,Nn, 于 是 


m 
o (6;) 一 Y aijt, 了 一 1,2,... ‘n, 
i=1 
n 
其 中 ai e€ F. ERr = >` TjEj; € F”, 则 
. j=1 


oz)= > (z; > ayn) 


lI 
E 
一 一 一 
Ms 
8 
8 
人 
~ 
š 


(1.1.1) 
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2 RAA RERE 


其 中 
Q11 a12 n. Aln 
A = a21 022 ` Qon 
Ami Am2 1 Gmm 
由 此 容易 得 到 下 面 的 定理 : 


定理 1.1.1 对 于 给 定 的 F" 和 Km 的 基 ， 映射 o : E? 一 Em 与 Kx2 中 的 矩 
阵 4, 一 一 对 应 . 


对 于 一 个 线性 映射 o : F 一 Fm. 称 {x eF : olx) = 0} 为 映射 c 的 核 
空间 , 记 作 kero; 称 {c(z) : z € F"} 为 映射 0 的 像 空 间 , 记 作 Imo， 若 取 前 面 
的 m; 为 单位 矩阵 ,的 第 i 列 , ej; 为 单位 矩阵 二 的 第 7 列 , 则 式 (1.1.1) 简 化 为 

o (z) = Asz, Vz € F”, 
于 是 
kero = (z € F” : Asz = 01, Imo= (Az: z € F°). (1.1.2) 
因而 , 给 出 下 面 关 于 甜 阵 的 核 空间 、 列 空间 的 定义 是 必要 的 . 

定义 1.1.1 对 于 A € Fmxn, {e € F”: Az = 0} 为 矩阵 4 的 核 空 间 ， 
记 作 和 N(4); 称 {Az : z € 可)} 为 矩阵 4 的 列 空间 , 记 作 RR(A4). 

从 上 面 的 定义 易 见 , N(4) 和 及 (4) 分 别 是 F" 和 FEm 的 子 空间 , 并 且 

dimN(A) = n — rankA, dim R(A) = rankA. 
这 和 式 (1.1.2) 一 起 可 推出 
dim kerc = n — rankA;, 


dim Imo = rankA,. 


1.2 JE- AAE E S FEBS RIP 


本 节 介 绍 矩 阵 的 列 空间 和 核 空 间 的 一 些 常用 的 性 质 , 并 给 出 它们 在 证 明 
矩阵 秩 的 不 等 式 中 的 应 用 . 


性 质 1.2.1 ZA € Fmxn zi,…, zr 是 N(A) 的 基 , 将 其 扩充 为 gm 的 
Ær, +t Tr, Er+1, *''; Tn; 则 4z+1， Ar, R(A)B3 3. 


第 1 章 矩阵 的 列 空间 与 核 空间 3 


证 明 设 1+14zr+i +: + L, Az, = 0, 则 4(jr+izr+l 十 … tlnn) = 0, 
于 是 
jr+l1Zr+l +-+ + linin € N(A). 


因为 z1,…, zr 是 NN(4) 的 基 , MARE, -dr € F, 使 得 
1r+1Zr+1 十 … 十 jzn = lzi + -.. + lrzr. 
由 zl t, Er, r41, tt, Tn EF REE rH 
Lai =: = ln = 0, 


AM Arr, …，4zn 线 性 无 关 . 
任 取 y E€ (A), 则 存在 z e F”, 使 得 


y = Az. 


既然 zl， "tty Tr, TZr+l1 t's En EF” H 35, 可 设 z 一 kızı +e + kr£r + 
kr41£r+1 十 …: + knzn, 其 中 心 € F, i= 1,2,- -> | ñ, 于 是 


y=Az = kyAzı +--+ kr Az, + kr} Atr} +--+ ka Az, 
= k,+iAz;,,1 +: + knATn, 


即 y 可 由 4zr+l, ……，4zn 线 性 表 出 . 
总 之 ， Axr+1, neta Azn 是 及 (4) 的 基 . n 


性 质 1.2.2 EAER”, 则 NN(A) 和 RR(A) 均 是 4 的 不 变 子 空间 . 
性 质 123 ” 设 4, BE Fmx", 则 
R([A_B]) = R(A) +R(B), R(A+ B) C R([A B). 
性 质 1.2.4 设 4， 已 EFmxn, 满足 N(4) +N (B) = F”, 则 
R(|4 B|) S R(A+ B). 


WERA 任 取 z e R([4 B|), 则 存在 z,y € F", 使 得 z = Ar + By. 
HIV(A) + N(B) = Fu] Z 
Z= Z1 + Z2, Y = 1⁄1 + 1⁄2, T1, Yı e N(A), T2, Y2 € N(B), 


于 是 z= A(zı + zo) + Bly + y2) = Azə + Ban = (A + B)zo + (A + B) € 
R(A + B). 故 R([A4 B]) E R(A+ B). 1 


4 系统 与 控制 中 的 矩阵 理论 
命题 1.2.1 A,B e Fm>n. pi 
rank(A + B) < rankA + rankB — dim(R(A) N R(B)). 


证 明 ”由 性 质 1.2.3 得 


rank(A + B) 

dim R(A + B) 

dimR([ A B ]) 

dim(R(A) + R(B)) 

dim R(A) + dim R(B) — dim(R(A) N R(B)) 
rankA + rankB — dim(R(A) N R(B)). 


(1.2.1) 


Il H Al 


命题 1.2.2 HA, B e Fmxnišš Erank(A + B) = rankA + rankB, 则 
(i) RA) N R(B) = {0}; 
(ü) N(A)NN(B) = N(A+B); 
(iii) W(A)+N(B) = F”. 


证 明 (i) 由 命题 1.2.1 及 rank(A 十 B) = rankA+rankBHE Hdim(R(A)N 
R(B)) = 0, FÆR(A) R(B) = {0}. 

(ü) 任 取 z € M(A) n N(B), We € N(A)Bz € N(B), 于 是 4z = 
0 且 Bz = 0, 从 而 (4+ B)z = 0, 即 z € N(A + B). WN(A) n N(B) € 
N(A +B). 

任 取 y € N(A + B), 则 (4 + B)y = 0, 于 是 4y = 一 By. 由 人 推出 4y = 
By = 0, BT € N(A) Ey € N(B), Elly € N(A)NN(B). EN (A)NN (B) 2 
N(A +B). 

(ii) 由 (让 推出 


N(A) + N(B) = F" 

dim(N(A)+ N(B))=n 

dim N (A) + dim N(B) — dim(N(A)NN(B))=n 
n — dim R(A) — dim R(B) — dim N (A + B) = 0 
dim R(A) + dim R(B) = dim R(A + B) 

rank(A + B) = rankA + rankB. 


11111 
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定理 1.2.1 iA, B e Fmx", 则 
rank(4 + B) < rankA + rankB. (1.2.2) 
进而 , 不 等 式 (1.2.2) 的 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 
T*R(A)nR(B) = {0}, N(A) + N(B) = F". (1.2.3) 
证 明 ”由 命题 1.2.1 知 式 (1.2.2) 成 立 ， 注意 到 命题 1.2.2， 只 需 证 : 车 
到 (12.3) 成 六， Wrank(A+B) = rankA 二 rankB. 使 用 式 (1.2.1) 和 性 质 1.2.4 得 
HA € Fmx",B e Fnxp 则 4B € FP, 车 将 B 和 A 分 别 看 成 映射 B : 


Fe — F”, A: F° — F”, 则 AB 可 看 成 映射 4B : FP 一 Fm, 且 A 在 RR(B) 上 的 
限制 映射 为 4|R(B) : R(B) 一 Fm. 从 而 


dimIm(AB) = dimIlm(Alz(p)) 
= dimIm(B)— dim (Im (B) N ker(A)) 
> dimlm(B)- dim ker(A) 
= dimlIm(B) — (n — dim Im (A)) 
= dimlm(B) + dimIm (A) —n. 
由 此 易 见 下 面 的 定理 成 立 . 


定理 1.2.2 A eFmxn p eFnxp 则 
rank( AB) > rankA + rankB — n. (1.2.4) 
进而 , 不 等 式 (1.2.4) 的 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 
dim(R(B) NN(A)) = dim V(A)(BIW(A) € R(B)). 


注 记 1.2.1 ”参考 文献 站 从 矩阵 分 解 的 角度 给 出 了 式 (1.2.2) 和 (1.2.4) 中 
等 号 成 立 的 充 要 条 件 , 具体 内 容 见 3.4. 


1.3” 列 空间 与 核 空间 的 和 是 直 和 的 条 件 


对 于 4 € Eo”, 前 面 已 经 提 到 (A) 和 RR(A4) 均 是 4 的 不 变 子 空间 . zi, 
Zə, `", 27 是 及 (4) 的 基 ， Er+1; ` 5 zn 是 NN(4) 的 基 . #.N (A) e 及 (4) = F”, 
则 zi1， T2, Cr, Erl; `o zn 是 F" 的 基 ， 于 是 


P-lAP = diag(A1, 0), 
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其 中 41 e€ Erxru[p, P = | Z1 T2 `` Tn ]. 总 之 ， BN (A) @ R(A) = 
F"* 时 , 矩阵 4 将 相似 于 一 个 形式 较 简 单 的 矩阵 , 这 给 处 理 问 题 带 来 很 多 方便 . 
因而 我 们 关心 N(A) © R(A) = 到 成 立 的 条 件 . 
命题 1.3.1 AcE, 则 N(A) @ (A) = "的 充 要 条 件 是 
N(A)+R(A) = F". (1.3.1) 
证 明 ”必要 性 是 显然 的 ; 充分 性 由 dimN(4) + dim R(A) = ”得 到 .0 


上 面 的 命题 表明 要 使 矩阵 4 相似 于 一 个 较 简 单 的 形式 , 只 需 式 (1.3.1) 成 
立 . 然而 , 下 面 的 例子 表明 式 (1.3.1) 并 不 是 对 Fn"x” 中 的 所 有 和 拖 阵 都 成 立 . 

例 1.3.1 ” 记 F[z]% 为 F 上 的 所 有 次 数 小 于 n 的 多 项 式 和 零 多 项 式 的 集合 . 
定义 从 [zx]% 到 F[z]% 的 线性 映射 o : f(x) f'(z), Vf(z) € Flz],. 取 F[z1n 的 
Sl. z, r... CDP 则 0 在 这 组 基 下 的 秆 阵 为 


= 
° 


As i :7. .| enn, 


v(a) = Í| r 0 ... o| izer}, 
R(A) = il ti za > ana Ü | aie i=1,2 m-i}, 
MTN (A) + R(A) Z F”. 
下 面 的 定理 给 出 了 式 (1.3.1) 成 立 的 充 要 条 件 . 
定理 1.3.1 BA eF”, 则 下 列 说 法 等 价 : 
(i) NA) @ R(A) = F”; 
(ü) #fES[EREPTALBISEI8P-lAP = diag(0, B); 


(iii) rankA = rankA2; 
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(iv) MA) n R(A) = {0}; 
(v) M(A) + R(A) = F". 
证 明 O>). 取 N(4) 的 基 zi，.…，zr，R(4) 的 基 zr+i，…，zn. 


由 全 和 性 质 1.2.1 知 4zr+l1，…，4zn 是 尽 (4) 的 基 且 zl，…，Zr，Zr+l，……， 
zn 是 FEF" 的 基 , 于 是 存在 可 逆 阵 B 使 得 


A[ tr 1 En |= [Atr : Ar | 
= |r … Za] B 
0 
= [z Or `° mm | |: 
故 
A| zı > om]=[zl … za ]diag(0,B). 
令 P= [x1 mr] , 则 P-14P= diag(0, B). 


(ü)=-(üi). 此 结论 显然 成 立 . 

(i)=-(iv). 任 取 w EN(A)NR(A), Ww € N(4) Ew € RR(A), 于 是 Aw = 
0, 且 存 在 x € F" 使 得 w = Az, 从 而 42z = 0, Be e N(42?). 这 和 N(4) C 
N(A2)K 


dimN(A) = n — rankA = n — rankA? = dim N (A2), 
一 起 推出 zs e N(A), 所 以 w = Az = 0. WN (A) Nn R(A) = {0}. 
(iv)= (v). 由 (iv) 及 dim R(A) + dim N (A) = ni H 
dim(R(A) + N (A)) = dim R(A) + dim N(A) — dim(R(A)NN(A)) = n, 


于 是 RR(A) + N(A) = F”. 
(v)= (i). 由 命题 1.3.1 得 到 . 0 


J Ei 


.车 4 € mxn, B e Foxn, 则 N (| A |) NA)NN(B). 


= 


2. #A e En, B e F”, 则 RR(4B) = R(A) 的 充 要 条 件 是 rank(4B) = 
rankA. 


3. ÆA e Fmxn, B e "xs, 则 rank(4B) = rankB 的 充 要 条 件 是 N(4B) = 
N(B). 


4. W.S = (Az : Bz = 0}, 其 中 4 € Fx, B € Fnxs, 证 明 : 
dim S = dim(N(A) + N(B)) — dim N (A). 


第 2 章 ”和 矩阵 的 分 解 与 标准 形 


矩阵 标准 形 在 矩阵 分 析 中 有 着 非常 重要 的 作用 , 它 起 到 简化 问题 的 作用 . 
每 种 标准 形 都 给 处 理 某 一 类 问题 带 来 方便 , 如 等 价 标准 形 可 用 来 处 理 许多 与 
秩 、 行 列 式 相关 的 问题 ; Fitting 分 解 可 用 来 处 理 与 矩阵 Drazin 广 义 首相 关 的 
问题 ; 奇异 值 分 解 可 用 来 解决 与 矩阵 Moore-Penrose 广 义 首相 关 的 问题 . 


2.1 矩阵 的 等 价 分 解 


和 抢 阵 的 等 价 分 解 是 最 常用 的 抢 阵 分 解 , 有 些 矩 阵 分 解 可 基于 等 价 分 解 给 
出 证 明 , 例如 满 秩 分 解 、Fitting 分 解 等 . 


定理 2.1.1 (等 价 分 解 ) EA e€ Fmx", 则 存在 可 逆 阵 及 Q, 使 得 
A = Pdiag(1,,0)Q, (2.1.1) 
其 中 7 = rankA. 


证 阴 设 zr+1， “ Zn 是 AN(4) 的 基 ， KHP EREM Er, ttt; Tr; 
Ert ts Zna. 使 用 性 质 1.2.1 推 出 4zl, …，Az; 线 性 无 关 , 将 其 扩充 成 F" 的 
基 4z1， `... Az;., Yr+i+l; ts Ym. 令 


P= [hn = Ar Mai Ym], 
及 1 
Q=|z >> Er Ery or] , 
则 
49- = | Ami azr 0 + 0 ] = Pdiag(T,, 0), 


于 是 4 = Pdiag(T,,0)Q. O 


#kKdiag(I,,0)2JkE E ARIER EE. 
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推论 2.1.1 FA € Fm*x" 为 行 满 秩 , 则 存在 可 逆 阵 了 使 得 
A= | Im 0 |T. 
证 明 HE21 AFEA EE PHIQHS E 
A=P|[ I. 0]9Q, 


其 中 r = rank A. $T = diag(P, DQ, 则 7 可 逆 且 


A=[P 0]Q=[L 0]T. 


推论 2.1.2 AA € ERIRE, 则 存在 可 逆 阵 5 使 得 4 = S | ñ | . 


证 明 “类 似 于 推论 2.1.1. 口 


定理 2.1.2 (WAD) FA c Fmx", 则 存在 列 满 秩 和 矩阵 B c Fmx7 和 
行 满 秩 矩阵 C e Erxn 使 得 4 = BO, 其 中 r = rank4. 
证 明 由 定理 2.1.1 知 存在 可 逆 阵 P 和 Q@ 满 足 4 = Pdiag(I.,0)Q, 其 


中 r+ = rank4. $ 


I, 


则 B 为 列 满 秩 , C 为 行 满 秩 , 并 且 4 = BC. ü 


22 和 矩阵 的 Fitting 分 解 

和 矩阵 的 Fitting 分 解 将 矩阵 分 解 为 可 首部 分 和 笃 零 部 分 的 直 和 , 可 看 做 是 
复 抢 阵 的 Jordan 分 解 ( 见 2.5) 在 一 般 域 上 的 推广 . 矩阵 的 Fitting 分 解 可 用 来 解 
决 许多 与 矩阵 Drazin 逆 相关 的 问题 ( 见 9.2). 


定义 2.2.1 BN c Bmx", 车 存在 正 整 数 k > 1 使 得 N* = 0, NER 
FH 


命题 2.2.1 ÆN e Fnxn BE PE SE SE E. 则 


. G) N 的 特征 值 全 为 0; 
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(ii) I, 士 V 可 道 . 
证 明 留 给 读者 . o 


A B 
命题 222 4 eF”, B epnxm M = | O O | 则 A 器 零 的 充 要 


条 件 是 M 究 零 . 
证 明 由 
w1 [4 B] [Artl AkB 
M -| 1 o | -| o o J 21 
2 BL. Ú 


定理 2.2.1 (Fitting 分 解 )” 设 A eF”, J| EZE u] š EE T' (848 
A = Tdiag( D, N)T `), 
其 中 妃 为 可 道 阵 , NARFE. 
证 明 ”对 nn 用 数学 归纳 法 . 当 n = 1 时 , 显然 . 假设 矩阵 的 阶 数 小 于 n 时 
结论 成 立 , 下 面 往 证 当 和 矩阵 的 阶 数 是 n 时 结论 仍 成 立 . 
EA = 0 或 4 可 逆 , 结论 显然 成 立 . 若 1 < rank4 = r < n, 设 4 的 等 价 分 


coP-| @ O |: Qer, 


则 
A = Pdiag( 万 ,0)QPP- = P | e Q | P., 
由 归纳 假设 , 存在 可 逆 阵 岂 使 得 @1 = Pidiag(D, N.)Pr 1, 其 中 万 为 可 道 阵 ， 
NAF, 于 是 
A = P | Pidias(D, N))P, ' 人 |" 


D 0 Qa 
= Pdiag(P,,I)| 0 M Q> | diag(P,, D 1p-1, 
0 0 0 
2 —1 
= P. . 
其 中 | Qn = Piq. 令 
I 0 —D-lQa 
T = Pdiag(,,I) | 0 I 0 , N= |? |]. 
0 0 I 


则 4 = Tdiag(D, N)T-1. BE FENA RE. 事实 上 , 由 和 为 寡 零 阵 及 
命题 2.2.2 知 NN 为 窜 零 阵 . n 
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23 ” 复 ( 实 ) 矩 阵 的 奇异 值 分 解 


由 于 和 矩阵 奇异 值 分 解 有 好 的 数值 稳定 性 , 它 已 被 用 于 设计 求解 许多 问题 
的 数值 方法 . 因而 矩阵 奇异 值 分 解 已 被 应 用 到 许多 领域 . 


定义 2.3.1 FA e Rn"xn 满 足 447 = ATA = In, 称 4 为 正 交 阵 . 若 4 € 
Cnxn 满 足 44* = A*A = In, 称 4 为 酉 矩阵 . 


定理 2.3.1 ( 实 矩 阵 的 奇异 值 分 解 ) BA c Rmxn WA E EX EU, 
使 得 
A = Udiag(5), 0)V, 
其 中 = diag(o1, 02, : `. ,Or), ai >0,71=1,2,.… ,7. 
定理 2.3.2 ( 复 答 阵 的 奇异 值 分 解 ) BA < Cmxn Ju A AEU, 


V 使 得 
A = Udiag(>, 0)V, 


HPE = diag(o1,c2,: : : , Or), Oi > 0, :一 1,2,.…- , T. 


上 面 两 个 定理 的 证 明 见 参考 文献 [9]. 易 见 上 面 两 个 定理 中 的 cl, co, -- 
sN EB EE ABRE Fb. 显然 02, i = 1,2,.… ,7 是 4*4( 或 44*) 的 所 有 非 堆 
特征 值 . 

$P = Udiag(5, Im-r)&Q = diag(5, In-r)V, Ml 

A = Pdiag(I,,0)V = Udiag(I,.,0)Q 


为 矩阵 4 的 等 价 分 解 . 这 提供 了 使 用 MATLAB 工 具 软 件 的 svd 函 数 计算 和 矩阵 
等 价 分 解 的 方法 . 


2.4 矩阵 的 对 角 化 


X FERREA € FOO, 若 存在 可 道 阵 已 使 得 P-14P 为 对 角 和 矩阵 ,， 则 称 托 
阵 4 可 对 角 化 . 关于 和 矩阵 的 对 角 化 问题 , 有 下 面 的 结论 . 


定理 2.4.1 EË] WA € Fnxn. 则 4 可 对 角 化 的 充 要 条 件 是 4 有 mn 个 线性 
无 关 的 特征 向 量 . 


尽管 定理 2.4.1 给 出 了 矩阵 可 对 角 化 的 充 要 条 件 , 但 事实 上 很 多 和 矩阵 不 是 
可 对 角 化 的 . 下 面 讨 论 复 Hermite 和 矩阵 的 对 角 化 问题 . 
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定义 2.4.1 “” 若 4 es C"xn" 满 足 44* = A*A, RAER. 
命题 2.4.1 “上 (下 ) 三 角 的 正规 矩阵 一 定 是 对 角 阵 ， 
证 明 ”和 留 给 读者 . 0 
定理 2.4.2 BAEC, 则 存在 西 矩 阵 U 使 得 


ÀM 
U* AU = 


HPA, …, 入 是 矩阵 4 的 特征 值 . 


证 明 ”对 nn 应 用 数学 归纳 法 . 当 n = 1 时 结论 显然 成 立 . 假设 n = 天 一 1 时 
结论 成 立 ， 当 n = k 时 , 取 A 的 一 个 特征 值 A 和 其 对 应 的 一 个 单位 特征 向 量 w， 
则 

Au = àu. 


”将 wu 扩充 成 西 空间 C" 的 一 个 标准 正 交 基 w1, …, uk- u, 于 是 
A[ui > uka u]=[ 2 + uk alg JE (2.4.1) 


RPA, e C-Dx(k-1) z e Chi, 由 归纳 假设 , FE EEU E 


和 1 
Ur AiU1 = ， (2.4.2) 
* Àk—1 
REA, o, 和 -1 是 矩阵 41 的 特征 值 . 令 
U= [ww ©- ug- u |diag(Ui,1). 
组 合式 (2.4.1) 和 (2.4.2) 得 
ÀM 
U* AU = 》 
Àk—1 
* À 


Bin 二 k 时 结论 成 立 . ü 


使 用 定理 2.4.2 容 易 得 到 : 
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定理 2.4.3 ”正规 矩阵 一 定西 相似 于 对 角 阵 . 
推论 2.4.1 设 4* = Ae Cnxm, 则 
(i) 4 的 特征 值 一 定 是 实数 ; 
(ü) 存在 西 和 矩阵 U 使 得 
A = Udiag(À1i, M2,.… , Àn)U*, (2.A.3) 
其 中 入, Xa, …, Mm 是 矩阵 4 的 特征 值 . 
若 将 式 (2.4.3) 中 的 UD 分 块 为 U = | u uz © un], W 
A = Muu + Xotua2t2 + + Anunuy. (2.4.4) 
称 式 (2.4.4) 为 Hermite 和 矩阵 4 的 谱 分 解 . 
定理 2.4.4 ” 设 A4* = 4EeCnxn, 则 


Zr Ax . 0847 
max 一 一 一 max(4)， min 一 一 
0Zz=e€Czx TY 人 0ZzeCn t*r 


UEBA ” 设 和 1 > A >…:> 和 Xm 是 4 的 特征 值 , 则 存在 西 矩阵 @ 使 得 
A= Qdiag(àı, 入 2， Tta Àn)Q*, 


= Amin( A). 


故 
2*47 _ z*Qdiag(Ài,À2,: , Àn)Q*T 
z T*QQ*T 
令 T 
y = Q*r = |y y2 l Yn), 
则 
TAr _ MY + Ay 十 .十 À 
TY 好 十 中 二 十 中 
因 


Mly? + 92 + 12) 2 (Ay? + Ay +: Anya) 2 Anly tya + T 1⁄2), 


所 以 Xi > 2 > Mn， VY 02 EC". 取 z1 是 属于 和 的 特征 向 量 , zn 是 属 


于 的 特征 向 量 , 则 


2147z1 和 = T7 ALn 


5 


Ài = 
2171 zT. ` 


因此 结论 成 立 . Ú 
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25 复 和 矩阵 的 Jordan 分 解 


上 节 证 明了 复 Hermite 和 矩阵 一 定 是 可 对 角 化 的 , 这 个 结论 对 于 一 般 的 复 
AATRE OMERRMT), 然而 下 面 的 定理 表明 每 个 复方 阵 都 可 相似 于 一 
个 Jordan 形 阵 . 


定理 2.5.1 (Jordan 分 解 ) WA e Cnxn 则 存在 可 逆 阵 尸 使 得 


A = Pdiag( Ji, Jz, , J|) PTE, (2.5.1) 
其 中 
MXN 1 
Ji = 1 , 1 二 1,2, t 
Ài 


E2510 xR]. RA(2.5.1)FPdiag(J, J2,… , JOAR 
REAR Jordant EÉ, RJ, Ja ……， 必 为 复 矩 阵 4 的 Jordan 块 ， 


注 记 2.5.1 ”Jordan 块 的 写法 不 是 唯一 的 , 例如 上 面 的 也 可 写成 


Ài a 
J = Ë l „a #0 
' a 
ÀM 
或 
ÀM 
b `:. 
J = i , b #0. 
b à 


最 后 介绍 下 面 的 定理 , 证 明 可 参考 相关 文献 . 
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定理 2.5.2 WREE € C7x" 的 Jordan 标 准 形 为 B = TJT, 并 设 
J = diag (J, =, J), 
Ja = diag (Ja, `. 5 Jaqa) > a= 1,2,..… ,L, 


Jab = Sad + Npo,, b=1,2,.… ,ga, @ = 1,2,- , 1, 


T=|7 n |; 
Ta = | Ta Ta |» a = 1,2, l, 
Ta = | t, pe | ,b=1,2, qa 0 = 1,2,-... ,l, 
Hsi, e, si; 彼此 互 异 , tE, € Cn, Pal 2 Paz È +t È paq i 0 = 1,2,.… ,1 
0 1 
N. = 0 ü e RKXK, 


则 


(i) N ((so7 — EY) = span f#E, : b = 1 2…… qa 天 一 12 ,pab}, G = 


(ii) C" = 由 N ((saT 一 已)Pe1).( 见 参考 文献 [51162 页 ) 
a=1 


2.6” 实 对 称 和 矩阵 的 惯性 指数 分 解 


前 面 讨论 的 矩阵 奇异 值 分 解 中 含有 矩阵 的 所 有 奇异 值 , 复 Hermite 阵 西 
相似 的 对 角 阵 中 含有 和 矩阵 的 特征 值 . 然而 , 有 时 我 们 只 关心 一 个 实 对 称 矩 阵 
的 正 、 负 和 零 特征 值 个 数 (如 控制 理论 中 的 稳定 性 判 据 ), 而 不 关心 特征 值 的 
具体 值 . 本 节 讨 论 的 惯性 指数 分 解 就 是 含有 正 、 人 负 和 和 零 特 征 值 的 个 数 的 分 解 . 

定理 2.6.1 (惯性 指数 分 解 ) BAT = A c R”, 则 存在 可 道 阵 P 使 
得 4 = Pdiag(Is, 一 ,0)PT. 称 s 为 4 的 正 惯性 指数 , t+ 为 4 的 负 惯 性 指数 . 


推论 2.6.1 ” 若 实 矩阵 4 > 0, 则 
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(i) 存在 可 逆 阵 P 使 得 4 = Pdiag(I,,0) PT, 其 中 s 是 4 的 正 惯性 指数 ; 


(ü) 存在 列 满 秩 矩阵 B 使 得 4 = BBT. 


习题 
1. WA e Fnxn. 车 存在 正 整 数 k > 2 使 得 4* = A, 称 4 为 k 一 Potent 阵 . 证 
BB: 若 4 为 k-Potent 阵 , 则 存在 可 首 阵 尸 使 得 4 = Pdiag(D,0)P-1, 其 
中 DR-1l = I. 
2. 证 明 : 若 4 是 寡 等 阵 ( 即 2-Potent 阵 ), 则 存在 可 道 阵 尸 使 得 
A = Pdiag( 五 ;0) 己 -2 
其 中 r = rankA. 


3. WA € FW 8 A2 = RARR ARE), 证 明 : 存在 可 北 阵 PP 使 得 4 = 
Pdiag( 厂 ,一 五 -r)P-L 其 中 r = rankA. 


、 mx _ | X Y 
4. WA e Fmxn 有 分 解 式 4 = Z wi 


rank4 = r, 证 明 : 4 有 如 下 形式 的 满 秩 分 解 


HPX € Xr, rankX = 
A= | | [i x-ly] = | z% | [X Y]. 


5. ZA, B c€ Fani GAB = BAHAR R, 并 设 4 的 Fitting 分 解 为 4 = 
Pdiag(D, N)P-1, 则 B = Pdiag(Bi, B4)P-1!, 其 中 Bi 和 B4 有 适当 的 维 
数 , 并 且 满 足 DB1 = BI1IDENBy = BAN. 


6. 己 知 4 = 


1 0 

0 1 | 求 4 的 奇异 值 分 解 . 

1 1 

7. 设 A 的 奇异 值 分解 为 4 = Udiag(3,0)V*, E = diag(g1,02,.… , Gr), 
记 U 和 V 的 列 分 别 为 ui, u2, ,am 和 uv ++, Vn, 证 明 : 


(i) NA) = span{vr+1, Ur+25 ' ° ,Vn}; 
(ii) R(A) = span{ui, u2, *-- , Ur}; 


(iii) A = ouvi + G2u202 + -> + Oruru. 


8. RM € C™Xn, r E C, 则 omax(zM) = |xlomax(M). 
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9. 


10. 


11. 
12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


WA c Cmxn, 证 明 : 

N(A) = (R(A*))1, R(A) = (N(4*))t, 
其 中 上 标 “1?” 表 示 子 空间 的 正 交 补 . 特别 地 , 若 4 是 Hermite 阵 ( 即 4* = 
A), 则 

N(A) = (R(A)), R(A) = (N(A)). 

# A e CORB e CPR ER(A) O R(B) = {0}, lijdimR(A*B i) = 
dim R(A*), 其 中 Bl 是 使 得 以 (B1) = R(B RERE. (提示 : 使 用 
关系 dim R(XY) = dim%(Y) — dim(R(Y)n N(X)), 并 利用 上 题 .) 
W.A e Cmxn, 证 明 : rank(4*4) = rank(44*) = rank(A). 


设 正规 矩阵 4 的 特征 值 互 异 , 证 明 : 和 矩阵 方程 4X = XA 的 任意 解 均 为 
正规 矩阵 . 


设 4 是 实 对 称 寡 等 阵 , 则 存在 正 交 阵 @ 使 得 QT74Q@ = diag( 五 ,0)， 其 
中 r = rankA. 


A A 


al aA [esnem 则 4 = 0. 
2 


EA > 0, 则 存在 唯一 的 B > 0 使 得 4 = B2. 


16 AEZ 


设 4= y 4 


WH = [hi] e RREH > 0, 证 明 : det H < haiho2 - ` hnn. 


第 3 章 ” 和 矩阵 对 的 分 解 和 标准 形 


上 一 章 介绍 了 几 种 常用 的 矩阵 的 分 解 及 标准 形 , 但 有 时 为 了 解决 一 些 应 
用 领域 中 提出 的 问题 , 需要 同时 考虑 两 个 矩阵 或 更 多 个 矩阵 的 分 解 和 标准 形 . 
本 节 介 绍 几 种 矩阵 对 的 分 解 及 标准 形 , 这 些 结果 有 的 可 用 于 解决 控制 理论 中 
的 问题 6 T, 有 的 可 用 于 解决 线性 (加 法 ) 保 持 问 题 四 


3.1 ( 非 ) 正 则 矩阵 对 的 等 价 标准 形 


本 节 研 究 矩 阵 对 的 一 种 等 价 标 准 形 ( 即 下 面 的 定理 ), 这 是 研究 广义 线性 
系统 理论 的 基础 问 . 


定理 3.1.1 M,N eR”, 则 存在 可 道 阵 Pe Rmxm 和 Q e R"x" 使 
得 
P(sM — N)Q =diag(Omoxno, Lu) (8), La (8), (La (8))T, +, 


(3.1.1) 
(L..(8))", sl = Ni, sM 一 Iw), Vs € C, 


其 中 Mz € Rw, N) € RY", MERER, 


s — 0 
0 s —1 ... 0 

Lk(s) — , | , | e REX (k+), 
0 0 o> s -1 


p q 

mo+ u + vy + q + 201 + t09 = mn, 
i=1 j=1 
P q 

no + > u + 5 u; + p + Wl 十 109 = n. 
i=l j=1 
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定理 3.1.1 的 证 明 见 附录 A. 
通常 称 式 (3.1.1) 的 右 端 为 矩阵 对 (M, NW) 的 Kronecker 标 准 形 . 
定义 3.1.1 RE, AER”, 若 存在 s e€ CHE 
det(sE — A) Z 0, (3.1.2) 
称 和 矩阵 对 ( 瓦 , 4) 是 正则 的 . 
显然 , MEENE, 4) 正 则 时 , 不 满足 式 (3.1.2) 的 复数 s 至 多 为 "个 . 
定理 3.1.2 M,N c R”, 则 矩阵 对 (M, N) 正 则 的 充 要 条 件 是 存在 
TREP, Q e 及 "xn 使 得 
P(sM — N)Q = diag(sI,, — Ni, sM2 — Ina), Vs € C, (3.1.3) 
其 中 Ni e Rm, Mo € Re, n, + nə = m, Moə7J3568 26 Ma EE. 


称 式 (3.1.3) 的 右 端 为 矩阵 对 (M, N) 的 Weierstrass 标 准 形 . 
证 明 ”必要 性 由 命题 A.0.4 得 到 , 下 证 充分 性 . 
` 由 式 (3.1.3) 得 


det(sM — N) = det(PQ) ldet(sT — Ni)det(s Mo — I). 
HMJ FERE 
det(sMə — I) = (—1)”2 Z 0, Vs € C. 


而 当 s 不 是 Ni 的 特征 根 时 det(s7 一 N.) Z 0. 故 存在 so € C 使 det(soM — N) Z 
0, 即 (M, 入 ) 正 则 .0 


32 ”和 矩阵 对 的 能 控 能 观 结构 分 解 


本 节 介 绍 和 矩阵 对 的 能 控 能 观 结构 分 解 . 矩阵 对 的 能 控 能 观 结构 分 解 在 线 
性 系统 理论 中 有 重要 应 用 . 
对 于 矩阵 X c Rnxn, y c 了 nxm 和 正 整 数 K, HJC, xy 表示 矩阵 


[Y XY XY ，… XF ly ]. 


定义 3.2.1 #A c RMB c Rnxrjš ErankC, 4B = n, 则 称 矩 阵 
对 (4A, B) 能 控 . 否则 称 矩 阵 对 (4, B) 不 能 控 . 
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定义 3.2.2 FA e Rn"xn 和 Ce 有 mx? 满足 rankCn ar cr = n, RHE 
阵 对 (4,C) 能 观 ; 否则 称 和 矩阵 对 (4, C) 不 能 观 . 


从 上 面 的 两 个 定义 易 见 
(4,B) 能 控 = (AT, BT7) 能 观 . (3.2.1) 


定理 3.2.1 WA e R"x* 和 B c 及 "x 满足 (4, B) 不 能 控 , 则 存在 可 道 
阵 P e Rr E 


A. A B 
P lAP = | ° 1 | , P1p= | ° | , (3.2.2) 
0 0 


C 
且 满足 (4 Bo) 能 控 、(4s,0) 不 能 控 , 其 中 Be € Rex, Aç € R"exne, Az € 
Rnaxne Ai2 E Rnexna Ne + nz=n. 


证 明 ”由 (4,B) 不 能 控 知 rankO% ,4,8 < n. 设 p1,…, pn 是 及 (Cn 4B) 的 
基 , 将 其 扩充 成 R" 的 基 pi,…, pr, Paneth tts Pn. < 


P= [pi t> Pne Pnetl `: Pn |- 


' Al Ap, Trta Apn. 的 各 列 为 尺 (Cn,a,8) 中 的 向 量 ， 故 B 的 各 列 和 Api， neta 
Apn。 可 由 pi1， neta pn 线性 表 出 ， 于 是 


B. 
B=P| |: 


H 


_ Ac 412 
a= p| £ Ae], 


其 中 Be e R", Ac € Rne, Az € R"e, Ajg € 有 "exns, n. + ma = n. A 
而 式 (3.2.2) 成 立 , H. 


Cn,A,B = [ B AB -.. An-1B ] 
= P B. A-B. n. An-1B. 
0 0 o 0 i 
由 Hamilton-Cayley 定 理 得 f 

rank | Be AB, -+ Anmne-1B, | 
= rank [ B. AB. © An-1B, ] 
= rank| B AB ... An-1B] 
= rankCy,A,B 


= Neo, 


”第 3 章 矩阵 对 的 分 解 和 标准 形 21 
即 (4。, BARER. 另 一 方面 , ERA (Ae, 0) 不 能 控 . 

由 式 (3.2.1) 及 定理 3.2.1 容 易 推出 下 面 的 定理 . 

定理 3.2.2 WA < RHIC e 及 mx? 满足 (4, CO) 不 能 观 , 则 存在 可 道 


BEP € Rnxni E 


A 0 
m= | £ M | cP = | c, o], (3.2.3) 
21 0 


且 满足 (4。Co) 能 观 、(4a,0) 不 能 观 , 其 中 Co e Rmxno, A, € Rnoxno. Az € 


Rnsxno, Áz e€ R”a xno, No + ng =n. 


称 式 (3.2.2) 为 不 能 控 矩 阵 对 (4, B) 的 能 控 性 分 解 ， 式 (3.2.3) 为 不 能 观 抵 
阵 对 (4, C) 的 能 观 性 分 解 . 下 面 进一步 给 出 (4, B,C) 的 结构 分 解 . 


定理 3.2.3 (同时 按 能 控 和 能 观 分 解 ) WA e R"*", B e 及 "xm 和 Ce 
Rax" 满 足 (4,C) 不 能 观 且 (A, B) 不 能 控 , 则 存在 可 逆 阵 已 e 及 "xn 满足 


Aí 0 As 0 Bu 
Az Az 423 A 
P-L4P -= |/= ^z As 《424| pig = B>, | 
0 0 Áz 0 0 
0 0 As 444 0 
CP=|Cn 0 Os O, (3.2.4) 


其 中 


(i) (41, B11) 能 控 且 (A11, C11) 能 观 ; 


A 0 B 
G) ||” on Je, | ° [ca o] | 不 能 观 ; 
Azn Az] | B21 421 Aso 
Ls: Anu As| [Bu Ar Al 
: , 不 能 ， , 能 观 ; 
(iii) ( | N | | 0 | 能 控 ( | 0 ° [on os] Bë XL 


(iv) (444,0) 不 能 控 且 不 能 观 . 
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证 明 ” 设 61,… ,是 
R(Cn,4,B) nN (CT ar cr) 
的 基 , 将 其 扩充 为 有 尺 (Cn,4,8) 的 基 
E1, £2,* sa ;Tp 
EN (C7 ar cr) 的 基 
Er, E2, i sk E1 ts Eg 
易 见 向 量 组 
éi, 2, “ sk Mi "sfp ET ,Eq 
线性 无 关 , MHRI EAR KE 
Ei E2 ski ; Np; ET , Eq; 61) ,01. 
令 
P= | m - Np & ` £ el Eg ] ， 
使 用 RR(Cn,4,8) 和 N(OT Ar cr) 均 是 4 的 不 变 子 空间 容易 推出 式 (3.2.4) 成 立 . 
显然 (iv) 成 立 , 下 面 证 明 人 wii) 成 立 , 记 


= 411 0 Bıı _ 
A= | 外 A Pa| gi paslon 0], 
类 似 于 定理 3.2.1 的 证 明 可 得 


rankCk rp,A1,B1 一 TankCn A,B, = rankCn,A,B = k + p, 


从 而 (41, B1) 能 稳 ; 另 一 方面 , 对 于 A22 的 特征 根 和 有 


<k+p, 


AoT 一 41 
rank | C | 


于 是 (A1, C1) 不 能 观 , 故 (这 成 立 ， 类 似 地 , 可 证 得 (省) 成 立 ， 由 (ii) 和 ( 道 ) 容 易 
推出 (i) 成 立 . D 


对 于 线性 系统 
2(t) = Az(t) + Bu(t), (3.2.5a) 
y(t) = Cz(t) + Du(t), (3.2.5b) 
记 其 传递 函数 为 C(s7 一 A)-1B + D2JG(s). 
由 定理 3.2.3 及 线性 系统 的 最 小 实现 理论 容易 推出 下 面 的 定理 . 
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定理 3.2.4 。 系统 (3.2.5) 满 足 
X(A) = AG(s)) U Me(A, B) U às( 4, C), 


其 中 (A4) 表 示 A 的 所 有 特征 根 ( 称 为 系统 (3.2.5) 的 极点 ) 的 集合 , Xe( 4, B) 表 示 
矩阵 对 (4, B) 的 所 有 不 能 控 特征 根 的 集合 ( 即 满足 rank [A-A B| < nt 
所 有 复数 的 集合 ), Xs(A,C) 表 示 和 矩阵 对 (4,C) 的 所 有 不 能 观 特征 根 的 集 
合 ( 即 满足 rank KA “| < 的 所 有 复数 的 集合 ) MG(s)) 表 示 传 递 函 数 


矩阵 G(s) 的 所 有 极点 的 集合 ( 即 C(s) 的 所 有 元 素 的 最 小 公分 母 的 零点 ). 


33 ”能 控 和 矩阵 对 的 规范 形 


本 节 介 绍 能 控 矩 阵 对 的 规范 形 , 并 由 此 给 出 一 些 与 线性 系统 极点 配 
置 站 相关 的 结论 . 


定理 3.3.1 #A € R"** 和 B c Rnxm 满 足 (4, B) 能 控 且 B 列 满 秩 , 则 
存在 Pe GLa (RME Zn, no, .…, nm 满足 


Au Ag :: Am 
piAP=| 2 42 hom | (3.3.1) 
AA Am2 ... Amm 
Bı 
P-B = B , (3.3.2) 
Bn 


其 中 Bi € RixmjlA;; E R", ij =1,2, ,m 有 下 面 的 形式 : 


0 0 0 
B; = , (3.3.3) 
Oix(i—1) 1 * 
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0 1 0 0 
Aii = : CoS 0 ; (3.3.4) 
0 ... ... 0 1 
0 1 i—2 ¿—1 
ap a) ° ag? ag 
0 0 0 
0 1 ;—1 
O aD aD 


定理 3.3.1 的 证 明 见 附录 B, 下 面 介绍 定理 3.3.1 的 应 用 . 


推论 3.3.1 ÆA e R"x* 和 非 零 的 5 c R" 满 足 (4,5b) 能 控 , 则 存在 唯一 
的 矩阵 P € GLn( 展 ) 满 足 


0 1 0 0 
0 
Pl1AP= | : 0 |, Plb=| |, (3.3.6) 
0 
0 0 
Go Q1 i Qn-2 Qn-l 


其 中 mi € R, i 二 0,1,2,.… ,n — 1. 


证 明 ”由 定理 3.3.1 知 存在 可 逆 阵 已 满足 式 (3.3.6). 下 证 P 的 唯一 性 . 
若 存 在 可 逆 阵 已 和 有 画 满 足 式 (3.3.6), 则 


PAP-! = P;ÀP; 1, Pien = Poen, 


其 中 
0 1 0 0 
. . . 0 
À = | 
0 0 1 1 
ao qa Qn—2 Gn—1 


TA= AT (3.3.7) 
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且 
Ten = en- (3.3.8) 
由 式 (3.3.8) 易 见 
tl 1 0 
T= . . ... . 
加 -11 … 如 -ln-l1 Ü 
tni ... tnn—1 1 


将 T 代 入 式 (3.3.7) 并 比较 两 边 对 应 位 置 元 素 易 得 T = In, BIP, = P. Ú 


推论 3.3.2 ÆA c R*x** 和 B e R"xm 满 足 (4,B) 能 控 及 B 列 满 秩 ， 则 
存在 P € GL,(R), Q e GLm( 民 ) 和 正 整 数 n1， Nn2,*……， nm 满足 


An Ai … Am 
ho Ao -- A 
PAP=| 2? “2 m |， (3.3.9) 
Amı Am2 Amm 
Bu 0 0 
0 Bo ` i 
pipQ=| ` 7” , (3.3.10) 
: 0 
0 i o Bm 
HH By € R" ffl A;; e€ Rmxn;j ¿ j 二 1,2,.… ,7 有 下 面 的 形式 : 
T 
Bi=|o.… 01|， (3.3.11) 
0 1 0 0 
Ai=] : — V. 0 ; (3.3.12) 
D ... ... 0 1 
EERE 
0 0 ... 0 
WI ij 3315 
2 0 0 ... 0 ( ) 


0 1 一 上 
ao aw) 
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证 明 ”由 定理 3.3.1 易 见 . 口 
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推论 3.3.3 


FA € RAB 8 R" (A, BREIZ, bo, bi, 
Bn_1 E R, 则 存在 KK e RmX" 使 得 


det(sI — A — BK) = bo + bis +--+ Pn_1s" 1!+ ən. 
证 明 不妨 设 B 列 满 秩 . 由 (4, B) 能 控 和 推论 3.3.2, 存在 P € GL, (R), 
Q € GLm( 有 R) 和 正 整 数 n1, no, : - 


,nm 使 得 式 (3.3.9) 至 式 (3.3.13) 成 立 . $ 
Kau 


Ki + Kim 
K=Q| t e o Kam pa, 
Kmı Km2 `... Kmm 
则 由 式 (3.3.9) 和 (3.3.10) 推 出 
sl— A— BK 
sI — An — Bu Kt —Aim — Bi Kim 
= P ... ... ... P-1. 
—Ámı — BmmKmı sI 一 Amm 一 Bmm mm 
再 由 式 (3.3.11) 至 式 (3.3.13) 易 见 可 适当 选取 Ki; (i,j =1,2, ,m), 使 得 
—-1 0 -.. 0 
0 8 `. `. 
sI -A-BK=P 0 P, 
0 ... 0 8 —1 
Bo B1 Bn_2 s+ Bn-1 
于 是 det(sT — A — BK) = bo + bis +-+ + B. 181 + sn. O 
推论 3.3.4 


EA e PHB e R"xm 满 足 (A, B) 能 控 ，s1,: 
C 关 于 实 轴 对 称 ( 即 若 s; Z R, 则 存在 7 Z ;使 得 sj = s), WEEK c RE 
得 sj — A 一 BK 有 特征 根 s1, :…，, Sn 


,Sn € 
证 明 设 


n 


J [ís =- s) = Bo + bis +- + B, sn l +s” 
i=1 


易 见 B0, B1,… , Bn_1 € R. 由 推论 3.3.3 得 证 . O 
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34 满足 秩 条 件 的 矩阵 对 的 标准 形 
本 节 介绍 几 个 满足 一 定 秩 条 件 的 矩阵 对 的 标准 形 . 
定理 3.4.1 A eF”, p eFnxp, WI 
(i) rank( AB) = rank4 的 充 要 条 件 是 存在 可 逆 阵 已 QURI E 
A = Pdiag(I,,0)Q 1, B = Qdiag( 0)R, 
其 中 t = rankB, s = rankA, t > s; 
(ü) rank(4B) = rankB 的 充 要 条 件 是 存在 可 逆 阵 已 QURE 
A = Pdiag(1I,,0)Q 1, B = Qdiag( k, 0)R, 
其 中 t= rankB, s = rankA, t < s. 
证 明 (i) 充分 性 显然 , 下 证 必要 性 . 
设 B 的 等 价 分 解 为 B = Qidiag(L,0)Ri, 并 设 4 = [ AA. A: ] QT’, 其 
HA, € Fmxt. 由 rank(AB) = rank4 得 
rankA1 = rank(AB) = rankA, 
于 是 存在 XX e FX 使 得 42 = AX. $ 
QQ|s 了 | 


则 
B = Q2diag(l,0)R1, A=[ A 0]95 


设 A 和 1 的 等 价 分 解 为 41 = Pdiag(T,,0)Qs, 则 


A= [ Pdiag(1,0)Qs 0 ] Qz! = Pdiag(1,,0)diag(Qs, DQ; ! 


B = Qodiag(L,,0)Ri = Qodiag(Qs', Ddiag(T,, 0)diag(Qs, I) Ri. 


令 Q = Q2diag(Q31, T) R = diag(Qs, I) Ri, WJA = Pdiag(1,,0)Q 1 有 HB = 
Qdiag(T,, 0) R. 


(ü) 将 (中 的 4B, 4 和 B 分 别 换 成 (4B)7, BT 和 AT 易 得 (i). 0 
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定理 3.4.2” 设 4,B e Fmxn. 则 rank(4 + B) = rank(A) 十 rank(B) 的 
TER ETETA E PAHQIESA = Pdiag(T1,,0)Q B.B = Pdiag(0, I,)Q, 
其 中 r + s < min(m,n). 


证 明 ”充分 性 显然 , 下 证 必要 性 . 
由 定理 1.2.1 和 rank(4 + B) = rank(A) 十 rank(B) 得 


R(ANR(B) = {0}, N(A) + N(B) = F". (3.4.1) 
设 A 的 等 价 分 解 为 4 = P.diag(I,,0)Qi, H%(A) n R(B) = {0} 可 设 

B= Pi | 2 p | Qı, 
其 中 D e Foxe), 于 是 


N= [o| | szer}, 


NB)= {or |z | :TEF, ye E, cs+ Dy=0}. 


使 用 MN(A4) + N(B) = F" 推 出 : 对 于 任意 的 zx e Fr, 存在 y e F"" 使 得 Cz = 
一 Dy = DD( 一 让, 从 而 及 (C) C R(D), 即 存 在 矩阵 Y 使 得 C = DY, 故 


A = Pdiag(1,,0) É 1 | B=P, Ë p| Ë /|e: 
设 万 的 等 价 分 解 为 忆 = Pdiag(0, 1)Q2, 并 令 
P = Pidiag(l, Py), Q=diog(1, Qo) | $2 | Q, 

则 4 = Pdiag(I,,0)Q B.B = Pdiag(0, I,)Q. O 

定理 343 WA Ee Fmx", Ber, 则 

rank(AB) = rank(4) + rank(B) — n 
WJ 36328 th frftEn IL BE P, @ 和 5 使 得 
A = Pdiag(l,,0)Q, B = Q 1diag(0, 1)5, 


其 中 r + t > n. 
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证 明 ”充分 性 显然 , 下 证 必要 性 . 
由 定理 1.2.2 和 rank(A4B) = rank(A) + rank(B) 一 n 得 


N(A) C R(B). (3.4.2) 

设 B 的 等 价 分 解 为 B = Tdiag(0, 有 )51, 并 设 4= | A Az | T, W 

RB)= {7| 2 | ze), 
于 是 由 式 (3.4.2) 得 A1 列 满 秩 , 否则 , 存在 非 零 的 zo € 了 "使 得 

T | ” | e N(A), 
与 式 (3.4.2) 了 矛盾, 故 存在 矩阵 C 使 得 记 := | A C uD, 从 而 
In-t Ano _ 

4A=R| 0 A |r t, 

再 使 用 式 (3.4.2) 推 出 NU(42a) C N (412), 于 是 
N(A) = N(A22) NN (A12) =N (| faz | ) ， 
12 

即 存 在 矩阵 2 使 得 A12 = ZA, 令 


7 Z 
B= | 7 |， 


WA = P,diag(T, +, A22)T 1. 设 A22 的 等 价 分 解 为 
A22 = Pzdiag(Ir+t-n, 0)T1, 
P = P>diag(I, Ps), Q = diag(1,T1)T"!, S = diag(1, T1)S,, 
则 4 = Pdiag(TI,,0)Q HB = Q 1diag(0, I)S. 1! 
定理 3.4.4 WE e 了 "xm 和 已 ec RHE 


0 < rankE = no <n, rankB = r, 


则 存在 正 交 阵 T, VATANEN 


On: xr Ini 0 
B=N I, T,E=N| 0 M |V, (3.4.3) 
0 0 0 


其 中 m1 = rank | E B | 一 7, M = 0 或 者 M 有 形式 : 


M = diag(£, 0), X; e R(no—ni)x(no—ni) Jy E EXA BE. 
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定理 3.4.4 的 证 明 见 附录 C. 
注 记 3.4.1 ”定理 3.4.4 能 够 被 用 来 解决 广义 系统 的 动态 阶 配 置 问题 Ll. 


2 -2 1 2 1 
1. 己 知 4 二 | 1 1 0 |,B=| 1 0 |, 判定 盾 阵 对 (4,B) 的 
-1 3 -1 -1 -1|. 


能 控 性 . 
2. E e 了 "xn 和 已 e 了 2x7 满 足 
0 < rankE = no <n, rankB = r, 
则 下 列 说 法 等 价 : 


(i) 存在 K e RERE + BKT; 
(ii). rank [E B ] =n; 
(iii) 存在 正 交 阵 T,V 和 可 逆 阵 NN 使 得 


-一 O(n—r)xr — Inr 0 
B=N | I, T, E =N 0 M V, 


其 中 M = 0 或 者 M 有 如 下 形式 : 
M = diag(£,0), (SÆXE EX f RE). 


(提示 : 使 用 定理 3.4.4.) 


3. 设 和 矩阵 4 € Cmxn 和 C e Cpxn 满 足 0 < p = rankC < rank4 = m < n, 
并 设 


s = rank | C | 一 rank 4， 


4 
则 存在 酉 矩阵 已 和 7, TAREQ EEN AELE 
A= P[ Im 0]Q, 


> 0 o 2 10. 


0 Osx (m—p+s) 


c=r| op 


(提示 : 见 参考 文献 [11].) 
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投影 在 数学 的 许多 分 支 中 都 有 重要 应 用 . 本 章 介绍 从 抽象 线性 空间 到 其 
子 空间 的 投影 算 子 , 由 于 投影 算 子 在 给 定 基 下 的 阵 是 守 等 矩阵 , MOA <a AE |Ë 
和 投影 算 子 有 很 多 相似 的 性 质 . 此 外 , 寡 等 矩阵 在 统计 、 优 化 等 领域 有 重要 
应 用 . 


4.1 RERE 
定理 4.1.1 BAe”, 则 下 列 说 法 等 价 . 
(i) A? = A(R AHR FERE). 
Gi) (In — A)? = In — A. 
(Hi) R(In — A) = N(A). 
(iv) rank4 + rank(I, — A) = nm. 
(v) EETA REP € 了 xm 使 得 4 = Pdiag(T,,0)P-1, 其 中 r = rankA. 
证 明 (i)>(ii). 显然 . 
(ü)=-(üi). HGA An — A)A = 0, FÆR(A) C M(IL, — A). 这 
FIN (In — A) CR(A4) 一 起 推出 (十) 成 立 . 
(üi)=(iv). H(i) 
rank(T, — A) = dim R(In — A) = dim N (A) = n — rankA, 


即 (iv) 成 立 . 
(iv)=>(v). 设 4 的 Fitting 分 解 为 4 = Pdiag(D, N)P-1, 则 


I — A = Pdiag(I — D, I — N)P `1, 
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于 是 (iv) 等 价 于 
rankD + rankN + rank(I — D)+rank(T— N) = n. 

使 用 DD 及 I 一 NEX 3EHirankN + rank(I — D) = 0, N = 0B D = I, F 
是 A 的 Fitting 分 解 简化 为 4 = Pdiag(I,0) P-1. 

(v)=(i) 显然 . D 

由 定理 4.1.1 容 易 证 明 下 面 的 推论 ( 留 给 读者 ). 

推论 4.1.1 A c nxm E PE SE kE ËR, > = rankA, 则 
(i) 4 的 特征 值 为 1(r 重 ) 和 0(n — rÆ); 
(ii) trA = r = rankA; 
Gii) R(A) p N (A) = F”. 

定理 4.1.2 Wk 2, Ai, Åz, ,Ap E pnxn. 
(a) A? = hi, i = 1,2,...,k; 


(b) 44j = 0 (i,j = 1,2,...,k, i Z j), 并 HrankA; = rankA2 (i = 
1,2,... ,k); 


(c) A 十 hz 十 … 十 4x 之 等 ; 
(d) rank(41 + A2 +- + Ak) = rankA; + rankAə + ++- + rankAk. 
则 
(i) (b)= (d); 
(ii) (ce) 和 (qd) 同时 成 立 的 充 要 条 件 是 (a) 和 (b) 同 时 成 立 ; 
(Hñ) (a) 至 (c) 中 的 任意 两 个 可 推出 (a) 至 (d) 中 的 其 他 两 个 . 
证 明 (i) 不 妨 设 , Ai #0, i = 1,2,.… ,k. 由 


rank41 = rankA? 


和 Fitting 分 解 知 存在 可 逆 阵 P 和 DD 使 得 41 = Pdiag(Di1,0)P-1. i 


— A. As2 一 1 — 
A= P| 22 | ,8 = 2,3,... ,k. 
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由 414。= AA = 0 得 
Dı 0 Aa As | _ | As As2 D 0 _ 0 
0 0 As3 As4 Ass As4 0 0 


DIA. =0, DiAs2 =0, A,sDi = 0. 
EHD IEHL Aq = 0, As2 = 0, Ass = 0. 所 以 


即 


As = Pdiag(0, B,)P 1, s= 2,3,...,k, 
$E B, = As4. 由 (b) 知 


rankB, = rankB2, s = 2,... ,k, 
B.B, =0, s,t=2,...,k,s Z t. 


依 此 类 推 , 存在 可 逆 阵 @ 使 得 4 = Qdiag(Di,0)Q 1 R 


Ai = Qdiag(0p: xpi» Di, 0, n. ,0)Q 1, i= 2, n. , k, (4.1.1) 
¿—1 

其 中 pi; = >` rankA;, Dn. 故 
j=1 


41 十 42 十 … + Ak 一 Qdiag(Di, D2, e. , Dp, 0)Q7+. 
所 以 
rank(41 + A2 +--+ Ak) = rankAı 二 rank42 十 … 十 rank4k. 


(ü) 充分 性 ， 由 () 的 证 明知 (d) 和 式 (4.1.1) 成 立 ， 再 由 (a) 知 D2 = Di, 于 
是 Pi = I. 所 以 人 1 十 42 十 … 十 hk = Qdiag(I,0)Q 1, A, +A +: + Ak 
等 . | 


必要 性 . 设 A0 = L, — A — 42 一.… 一 Ak, 由 (c) 知 , Ass. 又 因 
Ao + Ai + :: ° + Ak = hn, (A.1.2) 
使 用 (d) 和 定理 4.1.1 推 出 
rankA; + rank(T — Ai) 
k 

rankA; + rank >` À; 

j=0 

= 
Tank4o + rankAı + +- + rankAk 
rankAo + rank(41 十 A2 十 … 十 Ax) 


rankAo + rank(In — Ao) 
n. 


II A II 
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另 一 方面 ,m = rank (A; + (I, — Ai)) < rankA; + rank(In — Ai). 故 
rank40 十 rank41 +- - + rankAg = rankA; + rank(T, — Ai) =m, (4.1.3) 
再 由 定理 4.1.1 推 出 42 = A, 亦 即 (a) 成 立 . 故 
rankA; = rankA2, 1 一 工 2…… ,k. 
由 式 (4.1.2) 和 式 (4.1.3) 得 
R(A0) BR(A1) @ -P R(Ak) = F”. (4.1.4) 
另 一 方面 , 由 式 (4.1.2) 及 (a) 得 
AoA; +: + Aj—14; + Ajy A; +... + AzA; = 0, j= 1,2, ,k, 
从 而 


AoAj;T + ALAjT+ -+ A; 1A;z + Ajy Ajs t+ + ApAjz = 0, 
VreFn j=1,2,...,k. 


使 用 式 (4.1.4) 和 零 元 的 表 出 唯一 性 得 
A,A; = 0, V ¿£ j. 
故 (b) 成 立 . 
(ü) KOMDA, RAE: 若 (a) 和 (c) 同 时 成 立 , 则 (d) 成 立 ， 事实 上 ， 
设 4 = 41 + A2 +: + Ak, 则 tr4 =tr4i 十 tr4a 十 … 十 tr4k. 由 (a), (ce) 及 
推论 4.1.1 得 rank4 = rank41 + rankA> 十 … 十 rankAk, 即 (d) 成 立 . 口 


定理 4.1.3 WA,B e EF"x" 帘 等 . 证 明 


(i) AB = BA = 0 的 充 要 条 件 是 4 + BRS; 
(ü) #AB = BA, 则 存在 可 逆 阵 P e Fnxn 使 得 


I, 0 0 0 
P-1AP = diag(I,,0), P-1BP = diag ° , ; 
0 0 0 I 


(iii) FA 十 BRG, 则 存在 可 道 阵 P c FE 
P-1AP = diag(1;, 0), P”1BP = diag(0, L), 


其 中 r + t < n. 
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证 明 (i) HA, B 徊 等 得 (A 十 B)? = 2 + AB+ BA+ B2 = A+ AB+ 
BA++B, 于 是 只 需 证 4B = BA = 0 的 充 要 条 件 是 


AB+BA=0. (A.1.5) 


若 式 (4.1.5) 成 立 , 在 式 (4.1.5) 两 边 分 别 左 、 右 乘 4 得 
AB+ABA=0= ABA + BA, 
从 而 4B = BA. 再 使 用 式 (4.1.5) 推 出 
AB = BA=0. 


反之 , #AB = BA = 0, 则 易 见 式 (4.1.5) 成 立 . 故 式 (4.1.5) 成 立 的 充 要 条 件 
是 4B= BA = 0. 
总 之 , AB = BA = 0 的 充 要 条 件 是 4 + BRS. 


(ü) 由 4 和 窜 等 知 存在 可 逆 阵 及 e EP AP, = diag(I;,0)， 使 
HAB = BA 得 到 
Pr'BP = diag( B1, B2). 


再 由 B 窜 等 推出 Bl 和 Bo 均 军 等, TÆ E n] W: E PA PE 
Py 1BiP = diag(I,,0), P; !B2P; = diag(0, L). 


$P = Pidiag( Pz, Ps)t8 UE. 
(iii) HA, B, 4 + B 窜 等 和 (i) 得 4B = BA = 0. 再 由 (这 得 证 . 口 


42 KEXA f E 5 AE RE 
设 V 是 F 上 的 n 维 线性 空间 , L 和 MM 是 V 的 子 空间 , HLM = V, MVP 
的 每 个 向 量 z 可 以 唯一 地 表示 成 
zrz=zr+ zw. zr € L, zu € M. 


称 zL 为 x 沿 M 在 L 上 的 投影 ,xm 为 x 沿 L 在 M 上 的 投影 . 称 将 Y 中 的 任 一 向 
量 z 映 为 zz 的 变换 为 V 的 沿 MM 到 L 的 投影 算 子 , 记 作 PT O 由 此 ， 


zr = PM (x), z = PML(yx), 


于 是 
z = PM (x) + PM:L(z) = (PHM + PMT)(z), Vz € V, 


DMI PLM + PML = lv, 其 中 1v 表 示 Y 上 的 恒 等 映射 . 进一步 地 , 投影 算 子 
能 被 刻画 如 下 . 
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定理 421 ” 设 V 是 F 上 的 n 维 线性 空间 , oz 是 V 上 的 变换 , 则 c 是 投影 算 
子 的 充 要 条 件 是 oc 是 线性 的 且 o? = o. 


证 明 ”必要 性 . 设 V 的 子 空间 计 和 仿 满足 V = V, @ Vp, 3 Ro = PY, 
Ea, b € Filz, y € V, 则 z,y 可 唯一 表示 为 


x = T1 + Z2, Y = Yı + 12, 
其 中 zl € Vi, z2,72 € Vo. 由 投影 算 子 的 定义 得 


o(az +by)= o((azi + byi) + (az2-+ by2)) 


azı + byı 
ac (z) + bo(y) 


l" H 


及 
os(z) = olo(z)) = o(z1) = zı = o (z). 
故 c 是 线性 的 上 且 c2 = c. 


充分 性 ， 既然" 是 线性 的 且 c2 = c, 由 推论 4.1.1 知 Imo @ kero = V. 任 
取 z e V, 则 z 有 唯一 分 解 


T=Yy+z, y Elmo,z€ kero. 
Sw eV 满足 y = o(w), 则 
a(z) = a(y + z) = o(g) + a(z) = oly) = 0(0(w)) = °’ (w) = 0(w) =y, 
故 x 是 沿 Kerc 到 Im c 的 投影 算 子 . D 


现在 讨论 PM 在 V 的 基 下 的 矩阵 表示 . Wz, …，, ELR, zry ts 
zn 是 M 的 基 ， Wz, ttt rs Zr4ls `; zn 是 V 的 基 . 易 见 


PM (z, tta Zn) = (z1, n| , Za )diag(I,, 0), 


PLM #EVBJAEzi, o, zm 下 的 矩阵 表示 为 diag(I,0). Fw, e, wn 是 V 的 
男 一 组 基 , 则 存在 可 逆 阵 了 使 得 (z1,… ,zn) = (wi,… WT, 于 是 


PLM (w, teta Wn) T = (w, `. , Wn)Tdiag(L, 0), 


因而 P2M 在 的 基 wi,.… ,wn 下 的 矩阵 表示 为 Tdiag(,0)T-1. 


当 取 定 V 的 基 后 , 用 产 ,w 表 示 投 影 算 子 PL 必 在 该 基 下 的 矩阵 ( 称 为 投影 
HERE), 易 见 Pr MER Se kE E, 并 且 Pr u + Pu,t = In. 注意 到 投影 矩阵 和 投 
影 算 子 的 对 应 关系 , 组 合 定理 4.1.1 和 定理 4.2.1 得 到 下 面 的 结论 . 


定理 4.2.2 ” 设 V 是 F 上 的 n 维 线性 空间 , oc 是 V 上 的 线性 变换 , 则 下 列 说 
法 等 价 : 
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(i) o 是 投影 算 子 . 
(ii) o? = o. | 
(Hi) (lv — o)2 = lv — o. 
(iv) Im (1y — o) = kero. 
下 面 我 们 介绍 投影 矩阵 的 一 些 性 质 . 
定理 4.2.3 WA < F**" 罕 等 , 则 .4 为 投影 矩阵 , 并 且 4 = PRANA 
证 明 ”定义 线性 变换 o : F 一 到 "为 
a(z) = Az, Vz € F". 


HARSA? = c, 于 是 由 定理 4.2.1 的 证 明 得 o = Poker E jP At f. 再 
使 用 c 在 到 的 自然 基 下 的 阵 为 4 推出 4 为 投影 矩阵 , 并 且 4 = Priania O 


定理 4.2.4 P,P e 到 x? 是 两 个 投影 矩阵 ， 则 
(i) P, + P; 5 yB E B 363 32 JE P, P = PP = 0; 
(ü) PPa = PoP) = OAP, + P; = Prem, 其 中 L = T(P.) @ R(P;), 
M = N(P.)n N(P;). 
证 明 ELARERE AEEE ER ERE, 组 合 定 理 4.2.3 和 定理 4.1.3 得 到 . 0 
定理 4.2.5 HP P ex? 是 两 个 投影 矩阵 , WU 
(ü) P, — P; 7156 E BE BJ 3638 324 E: Pi P, = PP = P>; 
(ü) 4P P = P;P, = PRAP, — P, = Prm, 其 中 L = R(P)NN(B), 
M = N(P.) @ R(P;). 


证 明 (D) 既然 1 一 PÆRER, 由 定理 4.2.4(i) 得 到 


Pi- 已 为 投影 矩 阵 < I-P + 已 为 投影 矩阵 
— (I 一 P,)P2 = P(I 一 P.) = 0 
< Rb = PP= Ps. 


(ü) HPP = P,P, = PU — Pi)P; = P,(I — P) = 0， 使 用 定 
理 4.1.1 和 定理 4.2.4( 这 推出 


I — P, + Po = PR(r-P.)eg(P),VG-Pu)nw(m) = TN(P)OR(P)R(PIW(D) 
于 是 PP — PB = PR(PynW(Py),V(Pu)em(Po)- Ü 
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定理 4.2.6 A e F"*x%F" 的 子 空间 L 和 MM 满足 F* = L @ M, 则 


Pr A = À 
的 充 要 条 件 是 
R(A) c L. 
证 明 
Pr A= A< Pr ua; = Qj, J = 1,2,... ,n 
会 a;€ L, j=1,2,.…,n 
© (A) c L, 


其 中 aj; 是 4 的 第 j 列 . 0 

定理 4.2.7 ” 设 C" 的 子 空间 L 和 MM 满足 C* = L e M, W 
(i) Pru = Pur; 
(ii) A e C", MAP: m = 4 的 充 要 条 件 是 N(A) D M. 


证 明 (i) 由 R(PE m) =N (Pr,m)t = M+ 和 N(P m) = 入 (Prar) = 
LP? m = PuL L+. 


(ii) 由 定理 4.2.6 知 
Pu. r. A* = A* & R(A*) C Mt & N(A)+ c M+ = M c N(A). 
使 用 (i) 推 出 4Pr,w = 4 的 充 要 条 件 是 N(4) > M. D 


4.3” 正 交 投影 矩阵 


设 L 是 C" 的 子 空间 , 称 V 的 沿 着 L+ 到 工 的 投影 算 子 PL 为 正 交 投 影 算 
+, 简 记 为 Pr,， 称 正 交 投影 算 子 在 某 组 标准 正 交 基 下 对 应 的 和 矩阵 Pj 0 为 正 
交 投影 矩阵 , 简 记 为 Pr. 

定理 4.3.1 ”下列 说 法 等 价 : 
(i) 尸 是 正 交 投影 矩阵 . 
(ii) P 是 Hermite 窜 等 矩阵 . 


(Hi) 存在 西 矩 阵 U 使 得 P = Udiag(1,,0)U*, 其 中 r = rankP. 
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(iv) P = Ui07, 其 中 € C"Xx? 满 足 U?Ui = I,. 

证 明 ” 留 给 读者 . 0 

定理 4.3.2 《车 4 是 Hermite 医 等 矩阵 , WPraA = A 有 Pr(a)x = 0, 
vz € R(A)1. 

证 明 HZ EFERA.2.6(L = 及 (4)) 和 推论 4.1.1 得 到 . 0 

定理 4.3.3 ” 设 已 和 肠 是 正 交 投影 矩阵 , 则 
(i) P, P, JJ 1E3838W EER 3632 2 fF EE P, P, = PaP; 


(ii) x P, P> = P; P, Fç 8 P, P, = Pr mM, HPL = R(P) NR(B), M = 
N(P) + N(P;). 
证 明 G) 充分 性 ， 由 及 和 已 是 正 交 投影 矩阵 得 P? = BHP = P, 


i 二 1,2, 于 是 
(PP) = PP = PP = P, P>, 


(P. P>x)2 = P, P, P, P; = P, (P, P>)P, = PP P2 = P, Po. 
ñK P, PoJ EIE EE. 
必要 性 . H P, P, E IE 2835 3BE4S(P, P.)* = PP 于 是 
P. P> = (PP) = P> P*. 
EHP f P, R: iF22 185 kE BE1TEHi P, P, = PP. 
(ü) 由 定理 4.1.3( 这 易 见 . 口 


习 题 
1. 设 4 e Pr, 则 下 列 说 法 等 价 : 
(i) 42 = A; 
(ü) R(In — A) Ð (A) = F"; 
(Hi) RUn — A) NR(A) = {0}. 


2. 举例 说 明定 理 4.1.2 中 的 (a) 和 (d) 不 能 推出 (b) 或 (c), 并且 (b) 和 (d) 也 不 
能 推出 (a) 或 (c). 


3. W.A e nx". WA? = 4 的 充 要 条 件 是 4z = z, Vz € R(A). 
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. 若 4 的 满 秩 分 解 为 4 = FG, WA? = A 的 充 要 条 件 是 GF =]. 
. 设 V 是 F 上 的 n 维 线性 空间 , oc 是 V 上 的 线性 变换 , 则 下 列 说 法 等 价 : 


(i) o 是 投影 算 子 ; 
(ü) Im (ly — o) @ Im (o) = V; 


(iii) ranko + rank(lv — o) = n. 


. EC = LEM, ME fE i — Bj 2 SE yE EP € CERP) = 


L,N(P) = M. 


. 设 忆 是 正 交 投影 矩阵 , 证 明 : P > 0. 


本 章 介 绍 实数 域 或 复数 域 上 的 线性 空间 上 的 范 数 的 定义 、 例 子 和 性 质 . 

给 出 范 数 的 等 价 性 、 相 容 性 和 从 局 范 数 、 谱 半径 、 条 件数 、 和 矩阵 测度 
等 概念 和 基本 结论 . 既然 范 数 是 长 度 的 推广 , 它 在 许多 领域 中 都 有 有 重要 应 用 . 
51 问 量 范 数 的 定义 和 例子 


定义 5.1.1 ” 设 V 是 F 上 的 线性 空间 .车 V 上 的 实 值 函数 | :| 满足 下 面 
BJ(i)—(üi), 称 | : 是 V 上 的 范 数 . 


(i) ( 非 负 性 ) Izl > 0, V z 8 V, #Ellzl|=0 < z = 0; 
G) ( 齐 次 性 ) kzl = lol V k € F,z € V; 
Gii) (三 角 不 等 式 ) |z +gl < liell + jiyll, Y zy € V. 


当 F = R E.V = Cht, “hs e Eh, 易 见 上 :| 满足 上 面 定义 
的 (一 (十 ), 因而 可 将 向 量 范 数 看 成 是 长 度 的 推广 


引 理 5.1.1 (Holder FÆR) [2 ra, bi € F, i = 1,2,...,n, pq € 
RR 满足 p,g > 1B 1 + 4 = 1, W 


n n 1/p n 1/q 
Y laibi] < p ap) p w) - 
i=l i=1 i=l 


例 5.1.1 设 p € RH Æp > 1, 定义 F" 上 的 实 值 函数 | || i F: 


n 1/p 
T 
lzle = (> ap) ;VX 二 | Tı > Lnr | e F”. (5.1.1) 
4=1 
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现在 证 明 | . lp 是 F*" 上 的 范 数 ( 称 为 向 量 , 一 范 数 ). 事实 上 , 显然 ||zljp 满 足 定 
义 5.1.1 中 的 (i 和 (二 ), 因而 只 需 证 定义 5.1.1 中 的 (ii) 成 立 . 事实 上 , 当 p = 1 时 ， 
式 (5.1.1) 简 化 成 


n 
T 
leh = ll ve= |= o an| em, 
i=1 
于 是 (过 ) 成 立 . 当 p > 1 时 , 设 q = >Ë r, 由 式 (5.1.0) 和 引 理 5.1.1 有 
n 
lz + yl = > |z; + yil? 
?一 


n 
D (|z; + yille: + yit) 


¿=1 


n 


人 


n 
(lzillz + yit) + > (luille: + yilt) 
i= 


1/p n 1/4 
i) (È les + uile) 


1/p n 1/4 
` ) . (Š jes + ule») 
i=l i=1 


i 1/4 
zi + | x) (lzlls + llylls) 


人 
<, 
WWwE 


= 


< 

IMs 
= 
s 


1 


Tp 
|z; + wP) (izle + lol) 


n 


> |z + |P 


i=1 


- Err)” ‘(lili + llylls) 


Y |z +P 
i=1 


+ 
> zi 十 WP 
izl 
eF 同 轴 (llzllp + llyllp), Yz, y € F”, 


I 
~ + 
II 3 
i 


故 定义 5.1.1 的 ( 道 ) 成 立 . 
通常 简称 向 量 一 范 数 为 向 量 1 一 范 数 . 当 p = 2 时 , 式 (5.1.1) 简 化 成 


lizllz = (> ap) ,Ve= [zi = za] ER. 
i=1 
通常 简称 向 量 /2 一 范 数 为 向 量 2 一 范 数 . 
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例 5.1.2 考虑 由 式 (5.1.1) 定 义 的 F* 上 的 实 值 函 数 | p 易 见 


n 1/p 
li = li 了 
„ip lal im (Èp) 
n 1/p 
= max leal lim . (> bP) , Vz € Fr, z Z 0, 
1<i<= i=1 
其 中 y; = Trax le 使 用 
im 


推出 


: _ . n 
im. lizi = max |z|, Vz € F”. 


进而 ， 容易 验证 lim lzllp 是 F* 上 的 范 数 , 称 为 向 量 ce 一 范 数 , 记 作 | loo 


注 记 5.1.1 ” 例 5.1.1 和 例 5.1.2 表 明 : 对 于 任意 的 实数 p > 1(p 可 取 做 无 
FK) 由 式 (5.1.1) 定 义 的 F*" 上 的 实 值 函 数 | : ||p 均 是 向 量 范 数 . 然而 , 当 0 < 
p < 1 时 , 由 式 (5.1.1) 定 义 的 | : lly 不 是 向 量 范 数 . 事实 上 , Wr = el 及 y = e, 
则 lz + y|, = 25, izl = lylo = 1, 于 是 lz 十 gl > lzel + llyllp， 故 
当 0 < p < 1 时 , 由 5.1.1 定 义 的 || :| 不 是 向 量 范 数 . 


例 5.1.3 WAS Hermite EER, 定义 C" 上 的 实 值 函数 
lz) = (z* Az)2, Vz € C". 
容易 验证 | .| 是 C" 上 的 范 数 ,，( 留 给 读者 ) 
定理 5.1.1 H- EF ERY Z, T e Fr, 定义 F* 上 的 实 值 浮 数 
lzllzr = Tzll, Vz € F”, 
Wj- |z 是 了 上 的 范 数 的 充 要 条 件 是 了 可 道 . 


证 明 ”必要 性 . 由 || .| 和 | EE 


z=0 & |zlr=0 © jTz|=0 © Trzr=0< Tum. 
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充分 性 . 显然 | : | 满足 定义 5.1.1 中 的 (i 和 (i). 对 任意 的 rz,y e rA 
le + ylr = |T (z +y) = Te + Ty < Te] + Tyl = ilele + llyllz, 
因而 | . lz 是 F2 上 的 范 数 . 吕 


既然 P?x” 中 的 可 逆 阵 有 无 穷 多 个 , 故 定理 5.1.1 表 明 : 一 旦 定义 了 了 "上 的 
一 个 范 数 , 则 可 以 定义 F" 上 无 穷 多 个 范 数 . 


例 5.1.4 ”定义 Cm"x* 上 的 实 值 函 数 
Al] = (tr(A*A))2, VA € Cnxn， 
容易 验证 ||4|| 是 C"x” 上 的 范 数 ， 


例 5.1.5 。 设 Y 是 F 上 的 线性 空间 , |- | 和 | .是 Y 上 的 范 数 , 定义 V 上 
的 实 值 函数 | . | 为 


llzl| = max{llzllo, lzlle}, Vz € V, 


则 |lz|| 是 V 上 的 范 数 .( 请 读者 自己 验证 ) 


52 ” 范 数 的 等 价 性 

例 5.1.3 表 明 可 通过 正定 阵 构 造 向 量 范 数 , 而 定理 5.1.1 和 例 5.1.5 表 明 可 通 
过 已 知 向 量 范 数 来 构造 新 的 向 量 范 数 . 这 些 例子 表明 同一 个 线性 空间 上 可 以 
定义 无 穷 多 个 范 数 . 然而 , 下 面 将 证 明 有 限 维 线性 空间 上 的 任意 两 个 范 数 都 


是 等 价 的 . 这 使 得 在 研究 许多 问题 (例如 : 矩阵 序列 的 收敛 性 问题 ) 时 可 以 任 
意 选 择 一 种 范 数 使 用 , 也 可 以 根据 实际 需要 来 定义 新 的 范 数 . 


定理 5.2.1 ” 设 V 是 F 上 的 线性 空间 , z) zt ,zt c V, ||: || EV E 
的 范 数 , 定义 F" 上 的 实 值 函数 


T 
g(z) = |a zD + zagr?) ++ za zn) ||, Yz = | 21 Z e Zn | € F”, 
则 g 关 于 z 一 臻 连续. 


证 明 ”对 于 任意 的 e > 0, FES = —— 使 得 当 w,v € PR Elu 一 


> lz | 
i=1 
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vllo < 5 时 , 有 
lg(u) — 9(%)| = lla +: uaz(m)|| — |uiz() +... + 92 (n) || 


人 


/A 


n ` 
3 jui — viz 
llu — vlloo > |lz() | 


< 
< €, 
故 9 关 于 > 一 致 连续 . 口 


引 理 5.2.1 (Weierstrass 定 理 ) l 设 5 是 有 限 维 向 量 空间 V 中 的 紧 集 ， 
/是 S 上 的 实 值 连续 函数 , 则 存在 zmin € S 和 zmsx € SWE 


J (Zmin ) < f(x) < J (Zmax), Vz € S. 


定理 5.2.2 ” 设 V 是 F 上 的 有 限 维 线 性 空间 , zO) x0，.…., zm) EV B 
基 ， 及 各 是 V 上 的 两 个 实 值 函数 , 若 下 面 的 (a)j~(c) 成 立 ， 则 存在 正常 
数 c 和 cr 使 得 


cm 万 (7) < 户 (z) < cu j (z), Vz € V. 
(a) filz) > 0, Vz € V, 3EB fí(z) = 0 @ z = 0, i= 1,2; 
(b) f¿(kz)=|k|f;(z), Vk € F, z€ V, i=1,2; 
(c) fi(z(z)) 关 于 z 连 续 , i = 1,2, 其 中 
a(z) = a2 + 2922) + l e F". 


证 明 令 S = {ze€EF"||]zllz = 1), 则 3 是 了 中 的 紧 集 . $ 


fa (z (2)) 
fi (z (2))' 


由 (a) 和 (c) 知 , 9 是 9 上 的 实 值 连续 函数 . 由 引 理 5.2.1 知 存在 zmin, Zmax € 5 使 
得 


z € 9. 


9 (z) = 


cm := g (Zmin) < g (z) < 9 (Zmax) :二 CM, V z € S, 
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cm JJ (z (z)) < fo (z (z)) < cu JA (z (2)), V z € S. 
任 取 0 Z vy € F”, MI; e€ S. 故 


=, E) EE) sa eE) 8298 


uN 
CM 
TT ; v0 F”. 
二 刘 到 的 位 性 及 z(D， 00) …, MEVA, 结论 得 证 . D 


在 定理 5.2.2 中 将 广 和 分 别 取 做 VY 上 的 范 数 上 .和 || . 必 可 得 范 数 的 等 价 
性 定理 如 下 : 


定理 5.2.3 ( 范 数 等 价 性 定理 ) ” 设 V 是 F 上 的 有 限 维 线性 空间 , ||- laf] 
有 是 V 上 的 两 个 范 数 , 则 存在 正常 数 cm 和 cxw 使 得 


cmllzlle < lizlls < emlizlla, Vz € V. 


5.3 和 矩阵 范 数 
本 节 介绍 一 类 特殊 的 向 量 范 数 , 即将 定义 5.1.1 中 的 线性 空间 Y 取 做 矩阵 


空间 Fm"x", 称 这 类 特殊 的 向 量 范 数 为 矩阵 范 数 . 为 了 清楚 地 刻画 矩阵 范 数 
与 F* 上 的 范 数 之 间 的 本 质 联系 , 首先 定义 拉 直 映射 Vec : Pn — Frin F 


Vec : | a az = an ] > ,VY [a az +- an | E F™*". 


易 见 Vec 是 从 矩阵 空间 Cmxn 到 Cmn 的 同 构 映射 ， 因 而 可 模仿 Cn 上 的 1_ 范 
数 、oo_ 范 数 、2 一 范 数 来 定义 三 种 矩阵 范 数 如 下 : 
(i) (ma 一 范 数 ) Allm = > > lai V A = [aij] € F”*”; 

?一 1 7 一 


(ü) (moo 一 范 数 ) ||Allmo =n max |aijl, V A= [aiz] € Fxn; 
ae 
SJS 


1 
m n 2 
(iii) (mz 一 范 数 ) 1 4 = [Š > ast) , V A= [a;;] € Fm, 
i=1 j=l 
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53.1 范 数 的 相 容 性 


定义 5.3.1 |M la I WFE e he B EEn”, EAE” E R yE A, 
若 
48Bll < lIAllollBlle, V A € F™?, B € Fr, 


称 | : jl。 相 容 于 | | 和 上 |. le 特别 地 , S) | = W: 1。 时, 称 上 .jj 和 上 | E. 
定义 5.3.2 ”车 F*** 上 的 范 数 | .| 满足 
IABI| < ||ANBI, V 4, B € Fr", 
称 | : | 是 F*** 上 的 相 容 范 数 . 
下 面 给 出 几 个 关于 范 数 相 容 性 的 定理 . 
定理 5.3.1 ” 范 数 | : |: 相 容 于 范 数 | lm 和 || oo- 


证 明 AERA = [aij] eFmxn z= [zr … zn] en, 易 见 


m n 
lás = $ p aith 
1 |k=1 


i= 


m n 
< 3“ Y lanal 
i=l k=1 (5.3.1) 
m m 
< ` 
< max Il ($ È Jan) 
= Alim lll. 


故 范 数 | . | 829638] - lm I- loo. 0 
定理 5.3.2 | lw 和 | | 是 相 容 的 , 并 且 | ||, EE” 上 的 相 容 范 数 . 


证 明 ”由 定理 5.3.1 得 || lm 和 || - | 是 相 容 的 . 
IERA, B € F°”, $B = [i b2 … bn), 则 由 式 (5.3.1) 得 


IlAB||,,, 一 14 [bı bz -+> bn] ||: 


n 
= 2 1Ab;ll 
j=1 


人 


n 
> lLA||a, |b; hi 
J 三 


n 
lAllm, 2 llb;ll: 
j=l 


lAllm: l|Blim; 
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故 | m, 是 F*x% 上 的 相 容 范 数 . D 


定理 5.3.3 ||- llm FI loo HAN, 并 且 | . lw。 是 F"x" 上 的 相 容 范 
8. 


WEA MERA enn z e F", BA = az = [e1 … za] , MI 


| 4zll。 = sx |> QikTh 


让 区 


max s= (2 jaxliz) 


人 


< Ë) (mpx les) 
< llAll=. izle, 


故 | lm FIII loo EHAR. 
IERA, B e Fnxn. 记 B = [bi bz … bn], WEJ - ja. Ml: joo 相 容 得 


4Blm. = Ab Abo - Abn] llm 


max ||Ab;lloo 
1<;<n 


| Allmo | B|]. 


lI 


人 


all- lm EE" EWH AE. 0 


注 记 5.3.1 EMHI .| 定义 中 的 系数 m% 则 仍 满足 矩阵 范 数 的 定义 ， 
但 此 时 不 是 F"x”" 上 的 相 容 范 数 . 例如 : 当 


时 , 有 ||4Bllm。。 = 2 > 1 = |All. lB llm- 
定理 5.3.4 “| |。 和 | :| 是 相 容 的 , 并 且 || jm 是 F**x** 上 的 相 容 范 数 . 


证 明 AERA e Fnxnz € F”, BA = [oy],z = [e1 … za], MI 


第 5 章 向 量 范 数 49 


由 H6lder 不 等 式 推 出 
n n 2 
Jl Az||2 = > > 7 a;kZk 
i=1 |k=1 
n n 2 
< ALE) 
4=1 \k=1 
< È [(È lexe) (È lP) 
4=1 k=1 k=1 
= zl P D an) 
i=l k=1 
= Alè, Izl, 


于 是 |4zll < Allm llel, 故 | :jws 和 上 | 上 2 是 相 容 的 ， 
IERA, B € Fnxn. 记 B = [bi b2 … bn], 则 由 | ms 和 ||. ll2 相 容 得 


| AB |li 


I 


JA[bi b2 -+ bn]ll2,, 
[Abı Abz --- Abn]ll?,, 


È lilk 


II 


I 


人 


n 
lAl > |b; 
j=1 
AZ. lB laa: 


BHLABI|,,,, < 人 jms 有 Bm #||: lw 是 了 > 上 的 相 容 范 数 . 0 


lI 


注 记 5.32 ”通常 也 称 | 4l|ms 为 Frobenius 范 数 或 一 范 数 . 


53.2 ”从属 范 数 

上 节 已 证 明了 当 p = 1,2, co 时 , || ||m, 与 上 : lp 是 相 容 的 . 那么 , 对 于 了 上 
的 任意 范 数 | ||, 可 否 找到 Fm*x* 上 的 范 数 | |。 使 得 | .| 和 || EE? 为 此 , E 
XE” KAKARI . ja 如 下 : 


lAlla = max lAzll, VA <“ (5.3.2) 
lall=1 


命题 5.3.1 ” 设 | :| 是 F* 上 的 范 数 , | . ||4 由 式 (5.3.2) 定 义 , 则 
G) a 是 Fm"x* 上 的 范 数 ; 


(ü) | la 与 上 BB; 
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(ii) ||: |。 是 Ex 上 的 相 容 范 数 . 


证 明 (i) 由 式 (5.3.2) 易 见 || : la 满足 齐 次 性 和 三 角 不 等 式 , 故 只 需 证 
BB|| : ja 的 非 负 性 . 事实 上 , 显然 有 ||Alla 2 0, VA € F”. 进而 
IAlla = 0 
< |lAz|| = 0, Yz € 到 满足 lz = 1 
< Ar=0, Vz E 到 满足 lz|| = 1 
& Ar=0, V0 Z 1 € Fr 
今 A=0. 


(ü) ERA c F"*x* 和 非 零 的 z e F", 易 见 


z 
Azll = |z |= 
lzl= lel fA 


< llzll. max | Ayl] = æli- Alla, 
llyll=1 


于 是 | lel- WX. 
(iii) 任 取 4, B e Fnxn_ 则 由 (站) 得 


llAB||, = mes llABz|| < | 4。 e IB=|| = ||Alla : Ble; 
z=1 z||=1 


故 | . ja 是 F**x** 上 的 相 容 范 数 . D 


定义 5.3.3 pE EEZ, -上 a 由 式 (5.3.2) 定 义 , 称 | ja 是 上 || 的 
从 属 范 数 . 


命题 5.3.2 W|: EFEK. 
(i) 若 | . |a E|: BS A 8 33k. Wr. = 1; 
(ü) 车 | . |g 是 F*** 上 与 | .|‖ 相 容 的 范 数 , Walle 2 1. 


证 明 (i) HH||: |。 是 | | 的 从 属 范 数 知 


|I1,lls = max Inzl = max |lz| = 1. 
llzl|=1 zll=1 


(ü) 由 || lia 与 上 :| 相 容 知 
lz| = nel] < lnllalizll, V z EF”, 
故 |znlle > 1. 0 
对 于 了 "上 范 数 | . |， 习 惯 上 仍 将 其 从 属 范 数 记 作 | . 上， 下 面 进一步 给 
出 F" 上 的 范 数 | . ||,(p = 1, 2, oo) 的 从 属 范 数 的 精细 刻画 . 


E Oa EAEE AEEA 
六 
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定理 5.3.5 


证 明 
理 2.4.4 得 


14ll> = v Àmax( A* A) = 


Ama (AA), VA € Ex". 
任 取 z € F”, Miej: = Vz*z, T2ë|Az|2 = z*A*Az, 故 由 定 


All = max Jl 4zllz = max V z* À*Az = V Amax( A*A). 
rem TEF™ 


再 由 4B 与 B4 有 相同 的 非 零 特征 值得 证 . D 


定理 5.3.6 


证 明 


现在 只 需 证 


取 zo = e; 则 ljzolli = lezli = 1H||Azolli = lAejoll = 2 lajol; 
了 一 


lizll2=1 zllz=1 


n 
Alli = max D lei;l, 


láz = 3 


T 
> Qij TI 
=1 


VA = [aij] e Fnxn, 


任 取 z € F”, 则 lizll = Xi |zil, 于 是 


n 
< > 2 lasjlz;l 


/A 

Ms 

8 
一 一 


zl 


max D laijl, 
i=l 


1<j<m 


lAl = max lArl < 


llzlli=1 


n 
max 5 |aijl. 
1<j<n < 

i=1 


上 式 中 的 等 号 能 够 取 到 . 事实 上 , 设 


95 |oij| = > laijol; 


mn 
Allı = ;7|. 口 
A max > jaiz] 


定理 5.3.7 


n 
JlAl| = max o laij} VA = 


[a;;] e Frxn., 
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证 明 ” 任 取 z e F”, 则 |zll。 = max |zil, 于 是 
l<ign 


Azli = max 


> 521 


j=1 


< Is 入 > laij||z;l 


G3) [= š 2 加 


= |lzlloo max D laijl, 


人 


n 
- < pax Y losj! 
|All; = max ||Azllo < max > lail 
J= 


lizlloo=1 
现在 只 需 证 上 式 中 的 等 号 能 够 取 到 ， 事实 上 , W max D Jaj] = X lah 
<ign j=1 j=1 
取 zo = [z Xo `` za] 满足 


Gio; 
a; 让 Qioj Z 0, 
T; = 102 


1, Qio7 = 0, 


1,2,- , n, 


则 llzoll。 = 1 且 


l 4zollw = max 


n 
J QijTj 
j=1 


n 
= 5 |aiojl， 
j=1 


n 
= jle 
因而 | All ma L laijl. D 


, 也 称 
MRE 上 的 谱 范 数 、 行 和 范 数 、 列 和 范 数 , 分 别 定 义 Fmx” 上 的 范 


数 如 下 : 
上 42 = V Amax(4*4)， VAE pFmxn, 


n 
llA|| = max), CR VA = CA e F”*”, 


j=1 


5 谱 范 ` |: || $š 282732 


14 = 一 max Y |a;; |, VA = [a;;] e pn: 
i=1 
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54 谱 半 径 和 条 件数 


定义 5.41 HA c F*** 有 特征 根 和 ,和 2,:… ,An， 称 max |Xi| 为 4 的 谱 
半径 , 记 作 p(A). 


定理 5.4.1 t .| 是 Ex” 上 的 从 属 范 数 , 则 
p(A) < |All, V A 8 paxa, 


证 明 ” 任 取 4 的 特征 根 和 , 设 z 是 4 的 属于 和 的 特征 向 量 , 则 4z = Ar 又 
因 || .|| 是 F"*x* 上 的 从 属 范 数 , 故 


IAlllzll = zl = |Az|| < Allel, 
于 是 | 和 | < JA. 再 由 谱 半 径 定义 得 p(4) < |All. Ü 


定义 5.4.2 RIEF EKES, A e GL,(F), ZIAN -上 4- 训 是 4 的 
条 件数 , 记 作 condl.|(4), 简 记 为 cond(4). 


性 质 5.4.1 ” 设 | .| 是 zx" 上 的 相 容 矩阵 范 数 ,4 c FX" 可逆, 则 
(i) condi.) (A) > 1; 
(ii) condj.I(kA) = condj. (A), V k € F; 
(iii) # AJ238886, 则 conqdy.j,(4) = 1; 
(iv) WU IV AS BÍ BE, Mceondj.j, (UA) = condjjs(AV) = condj.J, (A). 
证 明 (i) 由 条 件数 及 相 容 范 数 的 定义 和 命题 5.3.2 知 
condj.j(A) = ||AJ| - JAT] > JAAT] = J) 2 1. 
(ü) 由 条 件数 及 范 数 定义 知 
condj.J(kA)= likAN- (EA) TH = IA- || A-1|| = condl (A). 


(ñi) 由 4 为 西 阵 知 |4ll = VAmax(A* A) = 1, 故 
condj.j, (A) = 1 4 1A Hs = 1. 
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(iv) 易 见 


JU A||2 = V Amax ((U A)” (U A)) = V Àmax (A*A) = ||All2- 
同 理 | 
| (UA) 1 |2 = IA" 2- 
故 
cond|.j, (U A) = ||U Aj ICZ4) 一 le = llAl|2 147 = condj,(A). 


同 理 cond|.|。 (AV) = condj.la(A). Ú 


55 和 矩阵 测度 
本 节 总 是 假设 | : | 是 F*x* 上 的 从 属 范 数 . 
引 理 5.5.1 车 4 en"xn, 刀 > 0, W 


h-hhAl-1 ln+hAl-1 
h Š h 


-lal<-! < Al 


1+h|A| — 1 I, — hA|| — 1 In+hA| — 1 
-4 = -IEAA =I < lil <ç |a t hAl—1 
< i+ a 


定理 5.5.1 WA Exn， 则 lim, |m thA ee, 
一 


证 明 palla AA] 一 上 在 (0, +co) 上 连续 . 对 于 满足 0 < a < 1 的 实 
数 a, 有 . 


|In + ah A|| — 1 a(n + hA) + (1 — o)r,|| -1 _ |I,-+ hA| — 1 
Ao aa — < N 
ah ah h 


于 是 | 三 二 名人 一 ! 关 于 h 单 调 递 碱 . 由 引 理 5.5.1 知 | 如 十 4 二 1 有 界 , 故 


。 |In + RA|| — 1 
lim — 


h—0+ 


FE. 
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定义 5.5.1 。 称 极限 lim 此? 十 名 人 一 + 为 矩阵 4 关于 范 数 上 . | 的 测度 
Efeu (A). 当 不 强调 东 6 数 的 类 型 时 , 简 记 为 (4) 


下 面 的 定理 给 出 了 矩阵 测度 的 一 些 性 质 . 


定理 5.5.2 A,B enn 则 下 面 的 (i)~(Vv) 成 立 


(i) -lAl < -uyy (-4) < uy.J(A) < IA; 
Gi) u(0) = 0, a(n) = 1, u(—In) = —1; 
cpl A), 若 c > 0, 
u(cA) = —cu(— A), #c< 0; 


(iii) (eA) = | 


(iv) max{p(A) — u(—B), —u(—A) + n(B)) < p(A+B) < n(A) + 1(B); 


(v) UEF ER DRZ, Bla|e A + (1 — o)B] < au(A) + (1 — o)n(B), 
Ve € [0,1]. 


证 明 (i) 在 引 理 5.5.1 中 令 h — 0+ 即 得 . 

(ii) 由 定义 5.5.1 易 见 

(iii) 当 e = 0 时 , 由 (让 得 到 . 当 c > 0 时 , 由 定义 5.5.1 知 
nea = i Marha, 


h—0+ ch = cp(A). 


当 c < 0 时 , 由 定义 5.5.1 知 


. In + h(cAÀ)|| — 1 
A= 1 |in thea -i 
(cA) pim, 


lim In + (—ch)(— A 
h—0+ 一 C 


—cu(~A). 


l! 


~1.(-o) 


56 系统 与 控制 中 的 矩阵 理论 


(iv) 由 乞 阵 测度 的 定义 和 范 数 的 性 质 知 
y |I.+h(A+ B)|| = 1 
MA+B)= 局， 


a Ta +hA+ Da + hB) -1 


. 9 
= lim 
h—0+ 
1 1 
1 m + hA _ l, s=I,+hB| — S 
< lm 2 2 2 2 
` h—0+ 
= hm [Ma + (Al 1, I+ QD)B|—1 
x hƏ0+ 2 2 
= J(A)+4(B). 


又 Lp(4) = u(A + B- B) < (A+ B)+ u(—B), H 
L(A)— u(—B) < n(A + B). 
同 理 
—u(—A) + u(B) < (A + B). 
故 max{p(A) — u(—B), —u(—A) + 1(B)} < (A + B). 
(v) 组 合 (ii) 和 (iv) 得 到 . 0 
定理 5.5.3 WA cF”, 和 是 4 的 特征 根 , 则 
-L(A) < ReX < ul. (A). 


证 明 BI | 为 向 量 范 数 | 必 的 从 属 范 数 , z 是 4 的 属于 和 的 单位 特征 向 
量 , 于 是 (1 + hA)z = (1 十 hA)z, 因而 


|In 十 天 4 = max, In + hA)zlly > iUn + hA)zll, = |1 + RAÀ|, 
T| = 


故 
|In + RA|| — 1 > [+ hAÀA|— 1 
h 7 h ` 
Xh 一 0+ 时 ， ERE mA F uyl), 而 右 端 收敛 于 Re 和 X， Mu. (A) 2 
ReÀ. Xp. (A) > Re(—À) = —Re)À, 即 一 由 (一 4 < ReÀ. O 


关于 矩阵 范 数 | . jp(p = 1, 2, oo) 的 矩阵 测度 由 的 具体 刻画 见 下 列 命 
题 (证 明 见 附录 D). 


命题 5.5.1 BA € Fx". 则 由 (4) = 机 MXmax(4 + A"). 
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T 

命题 5.5.2 WA e Fnxn Mapp (A) = max (Re(a;;) + > |aij|}. 
<< i=1 
1⁄3 


n 
命题 5.53 BA e F™”, Walo (A) = max {Re(aii) + > laij} 
j=1 


lg<ign 
j+ 


由 定理 5.5.3 可 知 为 了 估计 一 个 已 知 和 矩阵 特征 值 实 部 的 范围 , 可 以 利用 不 
同 的 测度 函数 来 求 出 实 轴 上 的 不 同 估计 区 间 . 因此 , 为 了 求 得 最 好 的 估计 , 我 
们 希望 取 所 有 区 间 的 交集 . 


B551 设 4 二 ñ , 则 4 的 特征 值 是 2 和 1, 所 以 包含 4 的 两 个 


特征 值 的 实 部 的 最 小 区 间 是 [1,2]. 现在 用 测度 函数 jy， js 和 jp. 来 估 
计 这 个 区 间 . 用 jj 估计 得 ReX(4) € [0,2], 用 jj。 估计 得 ReX(A) € [13], 
用 js 估计 得 ReA(4) e [3 — 3 + J =s [0.793, 2.207], 因此 , pj 给 出 
一 个 准确 的 上 界 ， Klis 给 出 一 个 准确 的 下 界 ， 而 jj. 给 出 一 个 最 小 “宽度 ”的 
区 间 . 易 见 三 个 区 间 的 交 为 [1, 2]. 


由 例 5.5.1 可 知 , 测度 函数 在 求 矩 阵 特 征 值 实 部 的 较 准 确 的 上 下 界 时 是 很 
有 用 的 , 从 而 可 用 来 判断 系统 的 稳定 性 , 


习 是 
1. 证 明 : |l|=|| — lol < lz- yll, vey € F”. 
2. 证 明 : ó (lz + |+ le- yl) = lzel + ly, Vz, € F”. 
3. 设 | .‖ 是 Cr* 的 一 个 向 量 范 数 , EA e Cmxn 是 列 满 秩 的 , 证 明 : 
IX||a = 1AXlle, VX € C 

所 定义 的 函数 是 Cn 的 一 个 向 量 范 数 . 

4. BA, B E COTA, 对 Cn 中 任意 向 量 w 定义 
lall = ll4al + 3||Ballə, Ve € C". 

验证 : ||al 是 Cn 中 的 向 量 范 数 ， 
5. 证 明 : 方 阵 的 m1 一 范 数 与 F 一 范 数 等 价 . 
6. 证 明 : 方 阵 的 mo 一 范 数 与 向 量 1_ 范 数 相 容 . 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
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. 定义 ||Alle = = vmn max [aij], VA e C™*n 证 明 : | Alle AC" rh 838 


阵 范 数 , H 5 向 量 2_ 范 数 相 容 ， 


. 证 明 : C"x" 中 矩阵 范 数 | . | 与 C" 中 向 量 范 数 | . ||, (p > 1) 相 容 . 
. 设 


-1 0 2 i 
A=| 3+i 5 1+íi 0 |, 
2 i 2 -4 


X=[|-1 2 0 -i], 
计算 4Xlli, AX]; AX] lAl lAl- 
WA € Fx. 则 
(i) lAlls = max |y*Az|; 


llzll2= 
liyll2= 1 


Gii) |A*"|ə = All; 
Gii) |A*A| = (JAl|ə). 


(提示 : 使 用 ||Alls = max Vr*A*Az = ax 


WA e Fn, VU 和 V 是 酉 矩阵 , 则 
(i) IVAVIs = ||Alls; 
(ü) SARH A condi. (AV) = cond;.), (U A) = condlz(4). 


设 | .| 是 C"x”" 上 的 任 一 相 容 从 属 范 数 , 则 对 任意 4 < C"x" 有 
|M] < All, V Ü € A(4)， 


ip A|.) 


已 知 
1 1 1 1 
4 4 4 4 
TIE 
4=|1131|， 
6 6 6 6 
1 1 1 3 
7 7 7 7 


证 明 : 矩阵 4 的 谱 半 径 p(A) < 1 

设 4 = [aj] € Crxn, Ara ,Mn 是 4 的 特征 值 , 证 明 : 5532 < 
i=1 

六 S Jag, 并 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 4 为 正规 矩阵. 


j=1 


提示 : F| Al, = tr(44*), 并 且 注意 | . | 是 本 不 变 范 数 .) 


= 


i= 
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15. 证 明 : (A+ aI,) = (A) +o, Va € R, A € nxm, 
16. 证 明 : |u(A) — u(B)| < max {u(A — B), (B — A)}, YA, B € Fnxn, 
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第 6 章 ”和 矩阵 序列 的 极限 与 矩阵 级 数 


本 章 将 数列 的 极限 、 级 数 、 震 级 数 的 概念 及 其 性 质 推广 到 拖 阵 序列 的 
极限 、 抑 阵 级 数 和 矩阵 考级 数 . 
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定义 6.11 WAG) = a] e Ren k=1,2,.… ,A= [aiy] e Rmxn. 
# 


lim a®) = 
KR 一 十 oo 7 


称 4 为 序列 {A%)} 当 kk — 十 co 时 的 极限 , 记 作 


= aij, V š, j, 


lim AG) = A BË AF > A (k — +00). 
天 一 十 co 
时 , 称 {4(} 是 收敛 的 , BWR AO EREN. 


定义 6.1.2 WA ER”, {APAR h HEREA, || ER” 上 
的 范 数 , 若 
„im JA) — AJ| = 0, 


BOEBEFE2|( AG92 Hkg .收敛 于 4. 


定理 6.1.1 WA € Rmxn. {AP HR X" hE REA, |. | 是 了 mx 上 
的 范 数 , 则 ， lim AF) = 4 的 充 要 条 件 是 


lim |.) — A|. = 0. (6.1.1) 
天 一 十 oo 
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证 明 WAY = [a], A = [ai], W 
lim A®=AS lim ath) = = Qij, Vi, j 
大 -人 十 oo 大 一 十 oo 1 
> lim lat) —aj;| = 0, Vi, j 


e lim Yla® a| = 0, V 


e -ol 


今 lim |AG) — Allw = 0. 
天 一 十 co 


Slim ||4® — A|| = 0. 
天 一 十 oo 


由 范 数 的 等 价 性 易 见 : 若 恨 "x"* 中 的 矩阵 序列 {4 加 } 依 菜 种 范 数 收敛 ， 
则 {449} 依 任意 范 数 都 收敛 . | 


推论 6.1.1 A ERTS”, {APAR RRE REA, || ER” E 
的 范 数 . 若 lim A® = A, W lim 14 的 | = |A]. 
k—+oo k—+oo 
证 明 ”由 定理 6.1.1 及 | 4 中 一 上 41 | < ll A(9 一 Al 有 lim | |l 4® 一 
Oo 
IAIL | =0, B lim 4 的 | = |JA||. Ú 
天 一 十 co 
性 质 6.1.1 ” 设 有 Rmx"* 中 的 矩阵 序列 {4A} 和 {BOW} 满足 
lim 4 =A, lim B® =B, 
无 一 十 co 天 一 十 ce 
则 
(i) lim (A (k) + BK) = A+ B; 
k—+oo° 
(ii) im (z AG) = z A, V z € R; 
(iii) im ( AG) BIE)) = AB; 
(iv) 4P e Rmxm Q e R"*?* 时 lim (PA®Q) = PAQ; 
天 一 十 co 


(v) 当 4 和 4( 则 可逆, 大 = 1,2,... ，lim (A®) = A7! 


天 一 十 co 
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证 明 ”人 ~(iv) 显 然 成 立 , 下 证 (v). 由 (过 ) 知 


A. lim (4®) = lim (a®. (ae) ') = lim In = L, 


k—-+oo k—+oo 天 一 十 oo 
由 逆 矩 阵 的 唯一 性 知 lim (4 办) 一 = 4-1. 故 (v) 成 立 . 昌 
定理 6.1.2 „im At =0 © p(A)<1. 


证 明 WA = Pdiag(Ji, Jo, , Ja) PT1, 其 中 
à 1 


S 
I 
e. 
I 

mm 


则 A* = Pdiag(Jt, J3,- ,JE) PP), 故 


lm Ak=0< lim Jt=0,1i=1,2,...,8 
大 一 十 co 天 一 十 oo 
会 lim A =0, i=1,2,,8 
天 一 十 co 
e |x <1,;=1,2,-:.: ,8 
今 0(4) < 1. 


推论 6.1.2 ” 设 | :用 是 从 属 范 数 , 若 4 满 足 |4|| < 1, 则 ,lim Ak = 0. 
证 明 ”由 定理 5.4.1 知 p(4) < |All XJA < 1, 故 p(4) < 1. HE 
理 6.1.2 得 证 . 口 


6.2 矩阵 级 数 


对 于 矩阵 序列 40)，40D，4G)，.， 令 S — É AO, k = 0,1,2,..., 
一 0 
则 S(0)，5G，5(C) .也 是 矩阵 序列 . 
定义 6.2.1 ”车 矩 阵 序列 S 风 收敛 , RERRKY ADA, 否则 称 
k=0 
ERRIO AVRE # lim SO = 8 KIERES AG) 8038, 记 
k=0 下 十 oo k=0 


+oo k 十 co (k) _. 十 co k 
EL AG) = S. FRAY la;; | (V š, jak, 称 >， 4 绝对 收敛 . 
k=0 k=0 k=0 
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类 似 于 数列 级 数 , 矩阵 级 数 有 下 面 的 性 质 . 


性 质 6.2.1 。 设 {4 中 } 和 {B 的 } 是 Rm*x?* 中 的 矩阵 序列 , T, S = [sij] € 
RRmx", 则 下 面 的 命题 (让 ~(iv) 成 立 : 


n {a EN) ， ， 
G) > AP = 8 的 充 要 条 件 是 2 aiy = sij Yi ji 
k=0 k=0 
+oo 
i) # S AOs, 则 lim 4 = 0; 
(ü) FD IN 则 ， lim 
十 co 十 co +00 
(iii) 车 > AG) = S, > B® =T, WY (A® +B) = S + T'. 
(iv) # > Ak) = S, W > (4A®)) = uS, V n € R. 


定理 6.2.1 EERKY AG)28 340 Ak 0 7635 4 0k E. 28 380 5 APX 
k=0 k=0 
任意 ( 某 种 ) 范 数 | . | 收敛 
证 明 
> 4 内 绝对 收敛 = > la AR, V i,j 
s5 "(83 > ee) 收敛 
< i=l j=1 
e Y JAO |m iz 
k=0 


° > 4 四 | 对 任意 ( 某 种 ) 范 数 || .收敛 . 
一 0 


注意 到 


lA S VS AR _ al 
所 以 > A 918 68. 定义 e4 = - > 4 4. 类 似 地 , 按照 sin z 和 cos z#Ez = 0 处 
的 Tayior 展 开 式 可 以 定义 sin A 和 ess AWF: 


2k+1 十 co /TAN A2k 
sin 4 一 > CA , cos 4 = SODAT v Ae pn, 
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63 IERRA 
定义 631 HAER o CR k=1,2,..., 称 pA IRAM. 
k=0 


定理 6.3.1 ” 设 | .| 是 Rmxn 上 的 范 数 , SERR Y lcr]: | A| t, MI 
k=0 
TRHY S csA* 绝 对 收敛 . 
k=0 


证 明 HY ler) AKAA 
k=0 
十 oo 十 oo 
> ezAF| < > lekl :AF 
k=0 k=0 
知 训 los4t 收 伊 , ATTS cx 4 绝对 收 剑 . D 
k=0 k=0 


定理 6.3.2 ” 若 A 的 谱 半 径 落 在 cz 的 收 伍 域内 , MS cp API. 
k=0 k=0 


证 明 ” 设 f(z) = X. oz 是 收敛 半径 为 r 的 震级 数 , 则 p(4) < r. 设 
k=0 


A= Pdiag(Ja， Jz , J) PTL, 
其 中 


F(A) = Pdiag (f(J), f(72),-…- , F(A) P 1. 
下 面 考虑 /Ji) 的 收敛 性 . 注意 到 


k 
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其 中 b; = CIA j = 0,1,… ,ni 一 1,O? 表 示 从 k 个 元 素 中 任 取 p 个 的 组 合 数 ， 
但 规定 当 p > k 时 C? = 0. 故 


aqo qa Qni—1 
十 ce ，. .. : 
F) = aJ? = | ` |: 
k=0 `. G1 
ao 
十 ooe s e. 
其 中 a; = >` Ckbk. 注意 到 
k=j 
y= KJ j “JG Op = p| 
2 一 和 Xi 


因 涌 级 数 收敛 其 导数 也 收敛 , 故 o (7 =0,1, ,ni 一 1 收敛 . 因此 , f(.) = 
S oj 收敛, R. 


k=0 

HIN, (ni—1) 

fa) ro) A.. 2 
; t "2)(A 

oo fl) PA) … 1 

fO) = > crd? = .. … : ° ? 

f'(A) 
FA) 


i=l, t. 
从 而 f(4) = Pdiag( (J1), 了 (有 2),… FOOD)P-I 收 敛 . 吕 
推论 6.3.1 ” 若 存在 方 阵 4 的 从 属 范 数 | . | 使 得 | A4 沙 在 他 cpzk 的 收敛 
k=0 
域内 , MSS ok Abi AR. 
k=0 


由 定理 6.3.2, 显然 寡 级 数 e4, sin A, cos 4 对 任意 的 4 c 了 "xn 都 是 收敛 的 . 
并 且 通 过 直接 计算 可 得 下 面 的 性 质 : 


性 质 6.3.1 A eF”, p 
(i) sin(—A) = — sin À, cos(— A) = cos A; 


(ii) e^ = cos A + isin A; 
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iii) cos A = L (e4 L e—iA), sin A = A.(eiA — e—iAy, 
2 2i 
性 质 6.3.2 WA,B € R”™”, 25 AB = BA, 则 
(i) efe? = ePe^ = e4+B; 
(ii) e4—¿Eu 3 B. (eA)! =e, 
(iii) (e4)” = em4; 
(iv) sin(A + B) = sin Acos B + cos Asin B, 


cos( A + B) = cos À cos B = sin Asin B, 


cos24 = cos? À — sin? A. 


例 6.3.1 ” 设 四 阶 矩 阵 4 的 特征 值 为 r —r, 0, 0, Re^, sin A, cos A. 


解 ”因为 4 的 特征 值 为 x, —r, 0, 0, 故 4 的 特征 多 项 式 为 F(A) = M 一 
A272. HH f(A) = 0 得 44 -mr242 — 0, 即 44 = r2 42. 因此 


A5= AtA = r®-3) A8, 

A = AtA? = Tr(6-2) A2, 
AT A5 A2 = Tr(7-3) A3, 
A8 = A8A? = Tr(8 一 2) A2, 


e= 1+A+AA? + AA+ AAt A+. + hA +... 


oo pez 2 oo gF 
= 1+4+ (È a 由 4 t E Ta) 4 


sin 4 = A- 4A + hA AAT. E D Th42k+1 十. 


1 43 
= A—-LlA 
= T 
1 a3 fr 1 3 ， 15 5_. (一 D Tr2k+1 L... 
= A- 1 43 
nz 5 


A= 1-442 A LAL... (一 1) ,op 
COS J +74 前 全 十 十 5k Az + 


—1)k 
= l+ [i+ 1- 31 data Gre ) 


= 1- 2, A. 
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o 
习 题 
L 设 函 数 和 矩阵 
sint cost 
at) = | cost sint | 
Rlim A(t). 
2. 构造 一 个 收敛 的 2 阶 可 道 阵 序列 , 但 它 的 极限 矩阵 不 可 逆 . 
3. 已 知 
ko 4 
a= |: 4 | (三 0,1……)， 
0 天 下 TIE 可 
研究 矩阵 级 数 S 44 的 敛 散 性 . 
k=0 


4. P e Fmxm 和 @ c PTA, MERRY AG) (2839) I ek hg 25 38 
k=0 
条 件 是 这 (PAVQ) (绝对) 收敛 


5. 若 4 为 实 反 对 称 矩 阵 , 则 e4 为 正 交 阵 . 


6. 设 4 满足 下 面 介 ~…( 过 ) 之 一 , Rei, sin(A), cos( A). 
(i) A = A2; (ii) A? = I; (iii) A? = 0. 


1 0 Q -1 
na | 0 1 -10| 
一 工 0 1 


2e 一 N et et et—e2t 
8. CAR RUE Ret = [2 2e% — e et — e | 求 和 矩阵 4. 


TS 3e% — 3e! 3et — 2e% 
9. 已 知 


sin5t 十 3sint 2sin5t — 2sint sn5t 一 sint. 
sin(At) = — | sin5t—sint 2sin5t+2sint sin5t— sint |, 
sin5t —sint 2sin5t — 2sint sn5 十 3sint 


求 4. 
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10. 


11. 
12. 


13. 
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#A € Fnxn, 则 det(e4) = etrA_ 

(提示 : 使 用 4 的 Jordan 标 准 形 .) 

FA € Fxn, 则 lle 人 | < elll, 

设 | .| 是 F*** 上 的 从 属 范 数 , 且 |4 < 1, 则 


(i) In + 4 非 奇异 
Gi) JG +A) S G - Al) `. 


设 4 为 n 阶 阵 , 且 4 的 所 有 特征 值 的 实 部 均 小 于 零 ， 则 ,lim e^t — 0. 
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本 章 将 纯 量 函数 的 连续 、 导 数 和 微 积 分 等 概念 推广 到 函数 矩阵 . 主要 介 
绍 函数 矩阵 对 单 变 量 的 导数 、 纯 量 函数 对 矩阵 变量 的 导数 、 函 数 和 矩阵 对 拢 
阵 变量 的 导数 以 及 函数 矩阵 的 微 积 分 . 


7.1 函数 矩阵 对 单 变量 的 导数 


定义 7.1.1 m x m 矩 阵 4 的 每 个 元 素 oij 都 是 实 变量 ! 的 函数 , RAK 
关于 变量 的 函数 矩阵 , WE ay Olmen 简 记 为 4(). 


定义 7.1.2 RREA = laymen 车 对 任意 的 1 < i < 
m 和 1 < j < n 都 有 ai;(t) 在 t = to 处 可 导 , 称 A(t) 在 t = to 处 可 导 , 并 称 


ajı(to) ai2(to) … a,(to) 
ay (to) asalto) > aon(to) 
ami(to) amolto) + amm(to) 


为 4(D) 在 点 40 处 的 导数 , ETAD a RA (to). 


定义 7.1.3 ” 若 函 数 和 矩阵 A(t) 的 所 有 元 素 均 在 区 间 I 上 可 导 , 称 A(t) 在 区 
间 I 上 可 导 , 并 称 
an) aralt) ££ ain(t) 


ab (t) abot) + a, (t 
a(t) 22(t) | 2n (t) tel 


amilt) am2lt) + armn(t) 
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为 A(t) 在 区 间 I 上 的 导数 , 记 作 34 多 ,te IRAGE 


t 2et t t 2 
例 7.1.1 sao-| ° a | 
8#8+1 0 


32 0 
例 712 RRUGE, cos(At), sin(At) 的 导数 . 


2 n 
解 由 e 生 一 T 十 和 十 区 入 十 十 惟信 十 … 得 


d e^t 


— 2 AF A .. 
= (as ee At 十 …. 


= Ae“ 


(注意 : 上 式 的 第 一 个 等 号 不 是 对 和 式 中 的 每 一 项 求 导 再 作 和 , 而 是 基 
于 4 的 Jordan 标 准 形 和 定义 7.1.3 得 到 .) 同 理 


dcos(At) 
dt 


dsin (At) 
dt 


= —Asin(At), 


= Acos(At). 


从 上 面 的 定义 易 见 函数 矩阵 的 导数 有 如 下 性 质 . 
性 质 7.1.1 设 4(tj 和 B(#) 为 可 导 的 函数 矩阵 ,为 纯 量 , 则 
G) [A() + BO = 水 的 土豆 人 
Gi) [EAD = hg 
Gii) [A(W BO = AOBH + AHBG); 
Gv) O = E A AOA) 


性 质 7.1.2 (复合 函数 矩阵 求 导 公式 ) ” 设 函数 年 阵 A(t) = [ou 人] 
t= g(z) 为 纯 量 函 数 , 则 


dA(g(z)) _ dA(g(7x)) dg(z) 
dz dg(z) dz ` 


MXN? 
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定义 7.1.4 (函数 矩阵 的 高 阶 导数 ) HEZIERA = lay Olmen 若 
对 任意 的 i, 7 都 有 ai;j(t) 在 区 间 I 上 有 k 阶 导数 ， 称 


EgO daw.. Sag 
dkaz1(t) dkaz2(t dËaə, (t 
TAO TAO o GU 


„teI 
damı (t) dram2(t) ... damn t 
dt? dt? dt? 
k 
HAHN FA, wp TAW. 
从 这 个 定义 易 见 
PAG d (AON) 


例 7.13 BAN) = ñ ， | REAU, 


解 ”由 定义 7.1.2 及 定义 7.1.4 得 
sofy d Oj 0 | 


dt 0 1 dt? 0 0 


例 7.1.4 BERGERA) = la (D|, 证 明 : HEAD) = 3409. 


位- 

证 明 atra) -= = Š O -ad 0 
上 面 的 例子 表明 求 导 运 算 和 求 迹 运算 可 交换 . 

定义 7.1.5 ”对 于 函数 矩阵 4(#), 车 存在 函数 矩阵 B(t) 使 得 

| A(t)B(t) = B(t)A(t) = In, 


称 函 数 矩 阵 A() 可 逆 ; 并 称 巨 (为 4 伯 的 道 矩 阵 , 记 为 4-1(t). 
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例 7.1.5 ” 设 函 数 算 阵 A(t) 可 道 , HAMA ATE, RATE. 


解 ” 由 A()j471(t) = 五 及 性 质 7.1.1 得 
AHATE + AHATE] = 0 


WJA THEY = —A-1(0) A (t) A-t (t). D 
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定义 7.2.1 X = [zijjmxn € R”, F(X) HR 上 的 实 函数 , 大 对 
任意 的 2 7 都 有 偏 导数 六 二 存 在 , 称 
ij 


为 关于 和 矩阵 X 的 导数 ， S 


性 质 7.2.1 BIOM ER" 上 的 纯 量 函数 , z e R., 上 是 常数 ， 
则 


(i) I) = gla) — afle) + ag), 
a Hf) M 


(iii) f(s)g() ) (z )+ /( we 


定理 7.2.1 ，” 设 jz) 为 Rn 上 的 实 纯 量 函数 , >(t) Em x 1 实 函数 矩阵 , 则 
的) _ (4 df - (4% T dg 
dt =) dz Z) dt ` 


z(t) = [zi z(t) = nlt), 


证 明 设 
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Hehet), zə(t),: ,zn(t) 为 实 纯 量 函数 , 则 


af œt) — pL. t dz. +L. dzz 


4 2E . den 


[ea a 


T T 
例 7.2.1 设 4 一 [aij]nxn € RN, rE Rn. gq( 42) alz An), 特 
d(zT7z)  。 4 4T nd(Z7 Az) 
别 地 ， AGA = In, 则 一 一 = 27; HA = A 5 则 一 一 247. 


解 令 z= [zl za © ma] 人 


HEMT AQE = ET ATs. 所 以 


Ə(zTAz) OzxT T. , 
Əz: =g AtA )z, i= 1,2, ,n, 


ð (z! Ax ) OzrT 
T1 Ox1 
T 


一 -一 = (A+ AT) = (A+ AT) z. 
ð (zT Az ðr 
an| |g 
Hi T 
Ə(z* A 
a(x Az) = zT E;;z = Tij, 1, = 1,2,:: , n, 


Oaij 


74 
得 

Ə (z An) ð sAr 

T (eT Az 0 oa 

| 和 
ð (z T As) Ə (z TA) 
an1 an2 

0 


Bi 722 WA e Rn 证 明 : det ( 


证 明 A= aj] 易 见 2 和 
阵 4 的 (i 四 位 置 的 代数 余子 式 , 于 是 


Ə(det A) Ə(det A) 
G11 Q12 

aet4) Ə(det.A) 
G21 Oa22 


2a) (detA) 


O(detA) _ 
S = 


d(det A) _ 
d< 一 


从 而 


d 2) 


Aji, i,j = 1,2,- 
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= (det A)™1. 

, n, 其 中 445 为 矩 

Ə(det A) 
Ain 

Ə(det A) 
Q2m 


O(det A 


Ann 


= (adj4)”， 


det (2) = det ((adj A)7) = det(adjA) = (det A)"™-! 


dA 


T 
8723 WX = [ey] e Rx. pX) d (tr(X X)) l d(trX?) 


解 ” 易 见 
Ə(tr X a trX) 
T11 T12 
O(trX) Ə(trX 
d(tr X) _ Orol T2 
dX . 
O(trX) Ə(trX 


Tnl Tn2 


2X ) 
Tin 
Ə(tr X 
Tan | =L. 
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因为 tr(XTX) = $ 22, 所 以 
¿j=1 


n 
a @r(X7X)) (22) zen 222 o. Qe 
r i, j=1 


271 279 `... 22Zo2n x 
dX dX : : ss : = 2X. 
2Za1 2En2 … 2Enn 
由 求 导 运算 和 求 逆 运 算 可 交换 得 
ð trX? _ a: = _ ox 
= tr(E,;;X + XE;) = = 2Z;ji, Wy 
所 以 
altex?) altrx”) a(trX? 
T11 T12 ` Tin 
QtrX ) Ə(tr X2) Ə(tr X2) 
d(trX?) — T21 T22 `: Tn — xT 
dX . . . 
aex 2) aex 2) Ə(tr X2) 
Tni Zn2 `: Enn 
u 
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定义 7.3.1 设 A(t) = [ei (t)]mxn 为 函数 矩阵 ， aij 人 (为 为 实 纯 量 函数 ， 
B = [h;;]pxq € R”>4, 称 


ƏA(9 ƏAG() _. ƏA(O 
11 12 1q 
2 4° ... 2 
DAM) 84 | 
o o Ba 2 


为 A(W) 对 B 的 导数 , wt., 
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例 7.3.1 iie ER”, RUL, 


8 设 rz=[z za … zn] , 则 
OzrT Oz Oz ,, Oz 
Om Tı Tı EZA 
T ðzı Or Ox 
ar | 9 Ors Ora | 
dr | . _ . . n 


例 7.3.2 设 


z = |z Zə --' Tn), f(z) = | 六 on) felz) ... fn(z)| ， 
J (z), fo (z), `. fm(7) 均 为 纯 量 函数 ， 证 明 : 


Ofi(x) Ofi(z) ... Ofi(z) 
Ox1 Ora Tn 
0 ðf: 0 
ae | BE E.. apa 
dg . . . : ` 
Əf. (z) Ofm(z Ofm(7) 
BEA To Orn 
证 明 
DZ1 OTI Örn 
Əfo(z) af JAG 
df(z) | of ðf of | KK apo .. Ipa 
dz |Əxm, Əzə Oza] : . : 
Əfa( z) Ofm(z Əf, (z 
Z1 P l Psal) 
n 
例 7.3.3 AER”, y € Rn. RULA A) 
解 ” 设 y = [u y e Yn], A = [az], W 
ð (yTATA T 
(y £ y) _ TA Ay tytar Ay 
= y EjpAy+yTAT Eijy 
= 2y" Ej Au 


= 2yjaiy = 2aiyyj, Vi,j, 
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Apa HARRIT, 故 


2a1yyı 2ayy2 … 2a1YyYyn 

do7 ATA 2azyyı 2azyy2 ‘> 2a2yyn 
(y y) = : : : 一 2AyyT. 

2anyyı 2anyy2 ` 2anyyn 


例 7.3.4 RX (u) Än x L SK BR REER, u € R”, f( 久 ) 为 R*" 上 的 实 纯 
az u. df(X) _ dX df(X 
量 函数 , 证 明 : a) = ax (2) . aO. 

证 明 W 


X(u) = [zi(u) zau) = z(u)”, 


du ` ðu ðu Um 
Of(X) Oz Of(X) ə Of(X) ə 
Om ut Əz Ou T Don ` Our 
Əf(X) Ər, , Of(X) Ə Ə/(X) ə 
i Bt Dag Ouz + T Oen ` Qu 
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定义 7.4.1 “ 若 函 数 和 矩阵 4 的 的 所 有 元 素 在 ! = 如 处 连续 ( 右 连续 , 左 连 
续 ), PRACE = 如 处 连续 ( 右 连续 , 左 连续 ). 


定义 7.42 ” 若 函 数 和 矩阵 4(0) 在 (o, 电 内 每 一 点 都 连续 ( 右 连 续 , 左 连续 )， 
称 A(t) 在 (a,) 内 连续 ( 右 连续 , 左 连续 ). 
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定义 7.4.3 ” 若 函 数 和 矩阵 4 人 在 (a, 电 内 连续 , 并 且 在 o 点 右 连续 , 在 1 点 
左 连 续 , 称 A(t) 在 [a, 相 上 连续 . 


可 类 似 上 面 定 义 函数 算 阵 的 微分 和 积分 , 即 : 


EX 7.4.4 ” 设 函 数 和 矩阵 A(t) 中 所 有 元 素 aij(t) 都 在 t = 加 处 (或 某 区 间 
内 ) 可 微 , 称 和 矩阵 A(t) 在 t = to 处 (或 某 区 间 内 ) 可 微 . 


定义 7.4.5 BAU) = [a Olmen 若 对 任意 的 i,j, a (t) #E X a, b] E 
可 积 , 称 4(t) 在 区 间 [a, b] ETER; 并 称 


J ada [oa ... J asiya: 


f aya: f oaoa ... fama 


f ami (dt f dl =- f ' amn(t)dt 


b 
KAHER Hla, b] LHR, 记 作 f A(t)dt. 


性 质 7.4.1 若 4(z) 和 B(z) 是 [to,t 上 有 适当 阶 数 的 可 积 函 数 和 矩阵 , 为 
常数 矩阵 , 则 


t t t 
à 人 [A(z) + B(z)]dz = 人 A(z)dz + 人 B(z)dz; 
t t 
(ii) f kA(z)dz = k 人 A(z)dr; 
(ii) HA Elto EEA ( J Alada) = 40 


(iv) TO A'(z)dz = A(t) — A(to). 
to 
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1. BR RERA) = K: e Ë | t Z 0, 计算 4 (t), A (t, 


det[A(t)]”, det[A” (t)]. 
2. 设 A(t) 是 n 阶 函数 和 矩阵. 举例 说 明 , 对 正 整 数 m > 1, KRA 


L A)” = mAH) SAO 
一 般 不 成 立 . 


3. WAH) = TI Alt), 其 中 4i(t) 为 n x nm 阶 的 函数 矩阵 , 证 明 : 
i=l 


440 = >` COR ... Ailt) HA Ailt) -: aO): 


i=l 
4. Wz = [zi T2 … En], f(z) = z Tr, R df ) , EG. 


yı 


` _ G11 Ql2 Q13 Q14 Y2 < d(AY) d(AY)T 
5. a=] | Y ,3K— LAA V. 


Q21 A22 Q23 Q24 1⁄3 


1⁄4 
6. &X e Rnxm A € 及 mx 求证: 


ar (AX) = < d x (tr 人 (XTAT)) = AT. 


7. 若 4(s) 为 多 项 式 矩 阵 , WICHA) 一 tr (eaa t2) 
(提示 : 使 用 行列 式 的 定义 .) 


8， 设 函数 矩阵 4(b) = | sint cost | R f ' Als)jds, & ( f | Ajas). 
0 0 


cost smt 


et tet g 
A(t)= | et 2e2 0 |, 
tsint 0 0 


求 f ` A(t)dt, 4 ( f i ao) 


dt 
9. WARE BE 


FSE AKEBEBUTFAFIB IS SF IB A SN 


本 章 介 绍 Courant-Fischer 定 理 及 其 推广 形式 , 并 由 此 给 出 关于 和 矩阵 特征 
值 和 奇异 值 的 一 些 重要 不 等 式 . 8.3~8.5 摘 自 参考 文献 [14]. 


8.1 ”Courant-Fischer 定 理 及 其 应 用 


8.1.1 ”Courant-Fischer 定 理 
借助 于 向 量 范 数 , 显然 定理 2.4.4 的 一 个 等 价 表述 为 : 
定理 8.1.1 设 4* = Aer 则 


max y Ay = Xmax(4)， min y Ay = Amin (A). 
lylla=1 lyllz=1 


推论 8.1.1 设 A* = À = [oileCnxn W 
(i) Mnin(A) S aç S Amax( A), i = 1,2, ,m; 
(ü) 当 4 > 0 时 , 4 的 元 素 中 模 最 大 者 一 定 落 在 4 的 对 角 线 上 ， 
证 明 (i) 用 ge; 表示 单 位 阵 的 第 i 列 , i = 1,2,… ,n, 则 
eillz = 1, (ef Ae; = aï, i = 1,2,.…. ,n. 


由 定理 8.1.1 得 (i) 成 立 . 
(ü) 对 于 任意 互 异 的 1 < ¿,j < n, HA > 0 得 
Gii > 0, ajj > 0, | Oi Qij | > 0, 


üj ajj 


i Saz = lal? 
QG; > G4;Gij 一 CA 5 
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从 而 


CA < /GàiG;; < max{ai, Qj; }- 


故 4 的 元 素 中 模 最 大 者 一 定 落 在 4 的 对 角 线 上 . ü 


EH 8.1.2 RA = A € C, M 2 A >o > 和 Mn 是 4 的 特征 值 ， 
4 是 4 的 属于 特征 值 X 的 特征 向 量 ， i= 1,2,- sn, 并 且 向 量 组 al， q2, tt, 
qn 标准 正 交 , 则 


(i) max z*Az= X, i=2,...,n; 
zlspan{gi,… ,qi—1} 
lIzll2=1 
(ii) min TAT= ài, ¿= 1,2,- ,n— 1. 
x-Lspan{qgi+1; ,gn 
llzll2=1 
WERA (i) 既然 gj, q2, 0, gn 是 C7 的 标准 正 交 基 , C7? 中 的 任意 向 量 z 均 
可 表示 为 
£ = Z1gQ1 + Z2Q2 + ``: + Enan, Ti € C, t=1,2,..,n. 
故 
max z* Az 
zlspan{gi,…,g;-1} 
llzll2=1 . 
= max (zi +-+: + Zngn) A(T1q1 十 … 十 Zngn) 
zlspan{g1,… ,gi—1} 
llz||2=1 
= pax (Gigi ++ + Engan)" A(ziq; ++ + Enda) 
2 一 
= max Alzi? +--+ Anll? 
llël|l2=1 
< X, 
其 中 # = [zi …: Za] . Wa = qi, 则 z*4z = qt Aq; = Nqq;i = X, W 
max z*Az = X; i=2,...,n—1. 
Tlspan{q1, ,qi—1 
|Izll2=1 
(ü) 类 似 于 (i). o 
EH 8.1.3 设 4* = Age Cnxn M > Xe 2... 之 和 是 4 的 特征 值 , 则 
(i) min max z*Az=N,i=2,...,n; 
Bec? RETN 
(ii) max min zs*Az= X, i=1,2,:.. ,n — 1. 


nx(n-i) C*z=0 
CeCn-  el2=1. 
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WERA (i) HA = 4* 及 正 交 对 角 化 原理 知 
A={[ a - qa |diaglàrn Mn) a l Q] (8.1.1) 
其 中 | a = Qa ERER. 
对 于 i = 2,… n, 令 = [Jo … gi), W 
min max z*Ar < max z*Az = max r"Az. 
BEC™™(i-l) B*x=0 B*x=0 [gi re q i—1i]*z=0 
CA lalə=1 lizile=1 lizlla=1 


由 定理 8.1.2() 知 


min max z* Az < À; 
pecnxG-1) B*z=0 
i—1 jzllz=1 


任 取 Bo € CD 则 NV(B8) N span{q1,… ,9} Z @, 于 是 存在 非 零 
的 z € span{g > ,qi} 使 得 |zlla = 1 且 B8z = 0, 故 


max z*Az22 z*Áz 


Biz=0 
llzll2=1 
之 min w* Aw 
wEspan{q1,… ,9i} 
lwll2=1 ' 
= mn [a = ul Ala : ujo 
vec? 
lvlls=1 
使 用 式 (8.1.1) 和 定理 8.1.1 推 出 
max z*ÁÀz > min vdiag(AM,.… ,Ni)v = Ai. 
B; z=0 veci 
llz||ə=1 lvll2=1 


由 Bo 的 任意 性 知 min max z*Ar 2 X. 
BeCr 1) hiz 


总 之 
min max zt'ÀAz= X, i=2,:-- n. 


nx (i—1) B*z=0 
BEC; llzls=1 


(i) 类 似 于 (i). 0 
定理 8.1.1 和 定理 8.1.3 可 以 被 统一 表示 为 : 


定理 8.1.4 (Courant-Fischer 定 理 )” 设 A4* = A e C" M 2 ，… 2 


An 是 4 的 特征 值 , 则 
(i) min . max 7Z*47 = Ài, i = 1,2,- n; 
Bec} +® zeR(B) 
llzll2=1 
(ü) max min z*Az= X, i=1,2,...,n. 
CECT RO) 
zll2= 


证 明 ”证 明 留 给 读者 . 0 
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8.1.2 Sturm 分 离 原理 
下 面 应 用 Courant-Fischer 定 理 ( 即 定理 8.1.4) 证 明 Sturm 分 离 原理 . 


定理 8.1.5 (Sturm 分 离 原理 )  WA* = A e C"Xx", AE ABJt(t < n) 阶 
顺序 主子 阵 , Xi(4) > A (A) 2 … > Xi(4) 是 如 的 特征 值 , 则 


Ài (4i+1) 2 Ài (A,) > Mit1(Art+1), i= 1,2, “ t 


证 明 ”由 Courant-Fischer 定 理 , 存在 Bl € Cix iD igg 


(A) = max z*A;,z 
rER(B1) 
lzll2=1 
= max [zx* 0]4 H 
T z€R(B1) H1) 0 
læl2=1 -4 
= max 
YERE)” t+1y 
llyil2=1 


> * À, 1 
7 pectore- veR(B) Y tty 
lvla=! 


= Nri(Airi), i=1,:-: ,t, 


EFB = Ú . 


由 Courant-Fischer 定 理 , 存在 C1 8 CE4 


Ni(Ai) = min ) x* A, 


TER(C1 
llzll2=1 

= min z" 0] A z 

~ zeR(C1) H1) 0 
lIzll2=1 

= * À 
anin Y t+11/ 
llyll2=1 -A 

< 
cc t+1Y 

lylla=1 
= MlA), i=1,. 
C 
其 中 Cz — Hg: 


推论 8.1.2 ” 设 4* = À eC"x", Ak 是 4 的 k 阶 顺序 主子 阵 , 


AM (Ak) > Aə(Ak) 2 :-: 2 Ak(Ak) 
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是 44 的 特征 值 , 则 
X(A) 2 M(Ak) 2 Mtn_p(A), ¿= 1,2,.. ,k. 
HERA ”由 Sturm 分 离 原理 知 
Xi(4) > N(4 1) > 2 XN(Ak); 


Al Ak) > ka (Aka) 2 2 A¿+a—k( A), 
HACA) > M(Ak) 2 Npn_ kp(A), i=1,2,...,k.0 


8.1.3 ”Weyl 型 不 等 式 


EH 8.1.6 ÙRA, Be Cnxn 满 足 4* = ABB* = B, 正 整 数 i, 7 满足 i < 
n 且 7 <n, Ai(4) > .… 之 和 (4) 是 4 的 特征 值 , 和 1(B) >... > Xn(B) 是 已 的 特 
征 值 , A (A + B) È -e > XA (A+ B)E A+ B 的 特征 值 , 则 


(i) 当 i 十 7 > n+ 1h}, 有 Xi(4) 十 Xi(B) < Ai+j-n(A + B); 
(ü) 当 i 十 jn 十 1 时 , 有 Xi(4) + A; (B)2 XL; -1(A + B). 


证 明 (i) 由 定理 8.1.4 知 存在 C e CPE D e CS 4548 


X(A)= min z*Az, X(B)= *B 
(A) min z Az (B) = an Y y. 
llzla=: llyll2=1 


SV = R(C) A R(D), I 
dim V = dim R(C) + dim R(D) — dim(R(O) + R(D)) 2 i+ j —n. 


注意 到 Xi(4) + M; (B) < z* Az 十 2*Bz 对 于 V 中 的 任意 单位 向 量 z 均 成 立 , 对 
于 V 中 的 标准 正 交 疝 量 z1， Z2, `", Zi+;—n fi 


X(A)+ A; (B) < min z*(A + B): 
zeR([z1 ... Zi+j—n|) 


zllz=1 
max min )* (4+ B)z 
cecnxtti- n) zER(G) 

lzl2=1 


Ài+j-n(A + B). 


/A 


(ü) 类 似 于 (i). 0 
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推论 8.1.3 (Weyl 不 等 式 ) W.A, B e Cni EA" = A, B* = B, 4 有 
特征 值 NM(4) > 和 2(4) >… 2 An(4), W 


X(A) + àmax(B) > AN(A+B) > X(A) + Xin (B), i =1,2, ,n. 
证 明 ”由 定理 8.1.6 易 见 . 口 


推论 8.1.4 ” WA,B e Cn"x7" 满 足 4 > 0, B > 0, À — B > 0, Xi(4) > 
A2(4) > … 2 和 An(4) 是 4 的 特征 值 , 和 1(B) > As(B) 2- > 和 m(B) 是 B 的 特 
征 值 , 则 


证 明 由 A 一 B>0, 所 以 Amin(4 — B) > 0. 故 由 推论 8.1.3 得 
X(A)= N(B+(A- B)) > N(B)+ Mmin(A — B) > NAN(B), i= 1,2,...,n. 


0 

引 理 8.1.1 Ae Cmx"n 有 奇异 值 01(4) > .… > on (A), WI j " # 
特征 值 十 ril(4),……. , +o, (A). 

证 明 ”首先 对 4 进行 奇异 值 分 解 ， 然后 通过 直接 计算 可 得 结论 . 0 

推论 8.1.5 A,B ecr, AB ARo (A) > … > o, (A), Wil 


Gi(A) + omax(B) > oi(A+B) > oi(A) + omin(B), i=1,... n. (8.1.2) 


Weyl 不 等 式 给 出 了 两 个 矩阵 的 特征 值 与 它们 的 和 的 特征 值 的 关系 ,下 面 
将 证 明 两 个 半 正 定 和 矩阵 的 特征 值 与 它们 的 积 的 特征 值 之 间 也 有 类 似 的 关系 . 


定理 8.1.7 WA, B e Cn<n, 4 有 奇异 值 cl(4) > .… > on (A), BA ë 
Eo (B) > .… > on(B), 正 整数 i, ;满足 i < n 且 7 < n, 则 


(G) Hi +j > n +1 oj-nl(AB) > oi(A)o;(B); 


(ii) +j <n + 1A oj- (AB) < c,(A)o;(B). 
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证 明 ”由 定理 8.1.4 知 存在 C € CRD e CPIE 


o?(A)= min z*A*Az, co(B) 一 min y* B* By. 


zER(C) R(D) 
lizll2=1 llylla=1 
Baiti e, zn 是 及 (C)+ 的 标准 正 交 基 , Q = RR(B* [z+ e zn])-, 则 
dimQ = n — dimR(B* EZS ... zn]) 
= n—rank(B* [zi > Zn) 
2 n-—(n—i) 


i, 
于 是 
dim(Q N R(D)) = dim Q + dim R(D) — dim(Q +R(D)) > i+ j —n. 
取 @mnR(D) 中 的 标准 正 交 向 量 2 …， zw M 
zk € R(D), [zi > zn] Bzk = 0, k=1,.… ,i+ j —n, 


于 是 
Bzęk € R(C), k=1,.. ,1+ j — n. 
任 取 单 位 向 量 z e 尽 ([2 … ztj-n|). 
车 Bz = 0, 则 oj(B)? < z*B*Bz = 0, 从 而 


c (A)2o;(B)2 = 0 < oti_n(AB). 


# Bz = 0, 则 
Bz N* Bz 
oi(A)20;(B)? < (Ba) * z* B* Bz = z* B* A* Az, 
(A oB) S TB. J ^ ABR 
于 是 
c, (A)2o;(B)2 < min z* B* A* Az 
zeR([z1 ... Zi+j-n]) 
< min z*B*A*Az = c;r;-a( AB)2, 


yn) (G) 
gecnx(j-") z€R 
ition zla=1 


因而 oi(A)o; (B) < Ci+j-n( AB). 
(ii) 类 似 于 (i). 0 


推论 8.1.6 3A, Be Cn, 4 有 奇异 值 oi(4) > … 之 on(4), 则 


oi(A)omax(B) > oi (AB) > oi(A)omin(B), i= 1,- ,n. (8.1.3) 
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推论 8.1.7 WA, B e Cnxn, A > 0, B > 0, 4 有 特征 值 M(A) 2- 


An(4), 则 
X (A)Amax(B) 2 Ai(AB) 2 X(A)Ami (B). 
证 明 ”注意 到 
Xi(4B) = NA [(B2)*(A2)2A2 B3) = o; (aB) 
K 


对 A3 及 B3 应 用 推论 8.1.6 得 证 . 0 


8.2 ”Kantorarich 不 等 式 


定理 8.2.1 (Kantorarich 不 等 式 ) WA e CWA > 0, `Z 


和 Mn 是 4 的 特征 值 , 则 
< (z* Az)(z* Atz) < (Al + An)? 


1 < 
5 (z*z)2 yw An 


* 水 4 —1 
证 明 ” 先 证 1 < = 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 知 
z*z = (z" A) (Az) < Vz*Áz .Vr*A-lz, 


从 而 (z*z)2 < (z* Ar) - (z*A-lz), 即 
(z* Az)(z* Atx) 
(z*z)2 : 

* * 4—1 2 

ppp AeA e) e i 2) < AtA 注意 到 
(z*Az)(z*A lz) Qi1+ Àn)? 
(z* z) S AA 
€ (z*Az)(z*A-lz) < (a*r) à$ Àn . 


* * 4—1 
4 AT ._ ZA 2 < (y. yy 
= AA Ar Az S (7 7) 


* 一 | 
2 | IAT. TA z < x* 
S NAH VATI ST 


Vz € C", z Z 0. 


1 < 


AD + AI 
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V 


w 


88 RATEM rh BJ EE BE 3816: 


HA > 03816 4E PB SE EEQ AES 
A= Qdiag( 和 1, 入 2， , An)G”. 


设 y = Q*z = [n Y2 t pa], 则 
(z z*Az)(z"A z z) < (Al 十 Xn)? 
(z* z) 4X1An 
[Ydiag ON 和) diag(Àı -+ Mn)y . eg rn 四 l es ATS < w 
S 2 1 M+ n + -oha A Syy 
— p [MB 2292 + Anya, AT YE + AZ ya Fii An Ya 
1 + n AT + À, 
Su +I +: T Yn 


由 算术 平均 不 等 式 , 只 需 证 


AYT + AYI Hiit Anya AD ML L 2 Y2 ti TAY MR < 


2 2 2 
+ +y2 二 十 Yn 
A1 + An MT HAR SHEHUT HUn 
只 需 证 
N 入 < 
M+) 和》TL 十 
事实 上 , HA 2 > àn > 0 及 XT! SAZI S o SADIE 
(Ai — An) QT ATT) + (Ai — A1) (Azt — A7 t) < 0, 
即 
(Ai — MA — (Ai — MN + (Ai mA) — (N — A)A71 < 0, 
亦 即 
AAT! AZIA +A lM +A An S 2+ AMA + AMA, 
从 而 
Ai (ATT Ant) HATHA + An) S (A1 + An) (ATT + A31), 
故 
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8.3 “Courant-Fischer 定 理 的 推广 


本 节 推 广 定 理 8.1.4 到 更 一 般 的 情形 . | 

WH e CR E H* = H, olt, ,tk) 是 定义 在 某 个 区 域 上 的 k 元 实 值 
对 称 函 数 , 假定 p(t1,:… ,如 ) 关 于 每 个 变量 均 为 增 函数 . 

定义 函数 : C x... x Cn — RUF: 

Phris Tk) = gluin: , Hk) Y(z1, , Tk) €C x... x C", 

其 中 ji o, uk EREKE z e za] H[zi zk] 的 特征 值 . 

XF ERS, `. , ik 21, `. ,jk 用 符号 

(Ji, J2, nu , jk) < (i1, i2, n , ik) 

表示 jp S ip p = 1,2,… ,k. AIER Xi, , 计 满 足 < i<- < igli S 
i2 < :: S ik), FR (i1, ... ip AE EAS 28184 BJ (GERBER). 


定义 8.3.1 ”对 于 每 个 满足 ij 2 p,p = 1,2, ,天 的 非 降 正 整数 序列 和， 
i2, 5, i Mih 疮 ,人 族 定 义 满足 下 面 人 和 (这 的 严格 递增 的 正 整数 序列 . 


(全 的 ik) < (iniz sik); 
(ü) 若 严格 递增 的 正 整数 序列 ( 思 ……，, 匈 ) 满 足 (万 jk) S ( 生 ,… ik), W 
(ju; jk) S (iniz ig). 
清楚 地 , (ilino JSE AK PIEREK (ii, io. RRAK 
严格 递增 的 正 整 数 序列 . 例如 : H(i ize s ik 1638388, MU = ip p = 


1,- sip — 1, ip). 

类 似 地 , FEDH Eip S n- k + p.p = 1,2,… ,k 的 非 降 正 整数 序 
#|i,i2, `. ,bk GY, i3, n. UNEI FERR ERRUR (i, i2, `... ,ix) 的 
最 小 的 严格 递增 的 正 整数 序列 . 显然 , Elinin ie) 是 一 个 严格 递增 的 正 
整数 序列 , Whi, = is = ig, 5 = 1,2, ,k. 


命题 8.3.1 若 正 整数 订 ,.… Ei S-o <S ig < ik Ë. 
tp >p, p= 1,2,...,k, 


MZ = ix. 
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证 明 ”由 定义 8.3.1 知 六 <ir Hip < ik M 


.' + - . . 
(ü: ,kl ik) < CHEE sik) 


H 4 + t t . 
(by 过 (i` bl ik), 


与 定义 8.3.1 了 矛盾 . 口 


推论 8.3.1 BER Ki, .. ii Ei <S- < ik Hip 2 p, p = 1, `. 
k, EXLLli sik) = (ip sip). 则 


(i) Hik < iht E Lli, i=) = (ü, bk 1) Bi = ik; 
(ii) Hir <- Sim < imp 二 … 三 计时 有 
Llin, sim) = (i3 sim) Hip = ik = (k =p), p=m+1,::: ,k. 
证 明 ”由 定义 8.3.1 及 命题 8.3.1 易 见 . 口 
类 似 于 命题 8.3.1, 我 们 有 


命题 832 FER, … ,多 满足 和 < b <: < ik Bi, < n — k + p, 
p= 1,2,-… ,k. Wi = i1. 


推论 83.2 RIER Xin o ,i 满足 i < … < ¿kHi, <S n — k + p, 
p= 1,2,.. , k, Hli, KAEA OREE , ik) 则 


(i) Hi < 各 时 有 说 =i Elig ig) = Eliz ik); 


(H) Bi = … = im- = îm < imn S < iki, = ü + p - 1, 
Fie . A H 
p=1,2,.……  mHL(im+1 t sik) = (imp 1 i): 


证 明 ”由 命题 8.3.2 易 见 . 口 
命题 8.3.3 ”若非 降 的 正 整 数 序 列 (i1,i2,… , 计 ) 和 ( 放 ,j2,… ,jx) 满 足 
ip > P, Jp 2 p.p = 1,2,--- ,k, 
则 


(i + j), (i2 +j2Y, ta (ix + jk) ) 2 (á +j + j>: .. sik + jk) . 
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证 明 ”对 于 p = 1,2,… k, 5 Ibi, + jn S ipt jp, B 
(à +j tjn sik + jk) < (ii + jı, i2 十 J2,…- ,ip + j>). 
由 定义 8.3.1, 结论 成 立 . 口 


定理 8.3.1 BH, p 及 5$ 同 前 面 定义 , Eği, o, MEn Ls 
ik < nfiy > p, p= 1,2,- sk, 则 


人 


sup inf @(zi,:'' Zk) 一 (NA A) 
MiC…CMR TpEMp ti tk 
dimMp=ip {£p}o.n. 


WERA ”证 明 见 附录 E. ü 


推论 8.3.3 ” 设 五 , p 及 8 同 前 面 定义 , E i ,多 满足 1 < à < 
12 L < k < nm, 则 
sup inf Plz , Tk) = Pli , 和 ik). 


M.iIC-..C Mk, zy € M, 
dimMp=ip {zp}o.n. 


定理 8.3.2 8H, p 及 $ 同 前 面 定 义 , EE, MAE < … < ik, 
Hip < n~—k+i+p, p= 1,2,... , k, k < n, 则 


inf sup P(r , Pk) 一 P(N sAn) 


Mp 


其 中 (位 ，…… EKTRE T, e, i BER RA E E ERUF A. 


WEAR Qoli e tk) = —e(—t,::: tk) 则 Ww 是 对 称 的 且 关于 每 个 
变 元 均 为 增 函数 ， 
Bip =n +1 —ik+1-p, D = 1,2,- , k, 则 1 < j S- < jk < n E j, > p, 
inf 让 (rz = y- , 
NSN, me, VED T) = PM Ang) 
dimNp=jp {zp}o.n. 
一 —@(Àz+1—j15 teta Mt ), 
使 用 _ 
pT1, Zk) = G(T1, Tk) 
及 , , n n 
(jt ,jk) = (n+1— i ;NR 十 1 一 条)， 
Jj: M, = Nk i-p 推出 结论 成 立 . 0 


92 系统 与 控制 中 的 矩阵 理论 


推论 8.3.4 RERS ik Ei <... < ik, Riy S n— k+p,p = 
1,2, k, H, p 及 $5 同 前 面 定义 , M 


MiC-CMk x, M. 
dimM,=i,—1 pe o.n. 


推论 8.3.5 WH e Cr E H > 0, M > … > 是 如 的 特征 值 , 正 
Hii, , ix 满足 条 < `. < ik < nHip 2 p,p = 1,2, , k, 则 


SU inf det ([z1 .ZK 万 lzl e ak) = Ar 入. 
Me Cm, zpEMp (i 1 k] | 1 k) ti ir 
dimMp=ip {zpjo.m， 


证 明 SoA, 既然 det ([z1:… £k] H [zi zk]) = J1… k 在 
8.3.1 F Ry(ti, e ,tk) = tie tkBH EJ. O 


推论 8.3.6 WH e Con EH > 0, M > … > MEHAR EE, IE 
整数 各，… iki <… < ¿k < n, 则 


sup inf det ([z1 zk H[mi: zy]) 一 Xi Ag. 
WCGC…CAMK zp € M, 
dimMp=ip {zpjo.m， 


证 明 ”由 推论 8.3.5 易 见 . 品 


推论 8.3.7 H e CEH > 0, M > … 之 入 是 五 的 特征 值 , IE 
整数 三 , 计 满 足 和 < < i Hi, S n-—k+p,p=1,2, , k, k < n, W 


inf sup det([zi::-:zk]*H|yi:::z£]) = Xi "Az. 


证 明 ”在 定理 8.3.2 中 取 p(1,… tk) = t- EBI nj, D 


推论 8.3.8 WH e Con E H x0, M > … 2 MEHR, 正 
整数 和 o Ei <… < iy S n Ri, Sn—k+p,p=1,2,..: 则 


inf sup det ([z1 -zk H|[zi - : ` = M.A. 
MGrCMR z, LM, (roo wx] Fle zal) = a Ns 
dim Mp=ip—1 {zp}o.n. 


证 明 ”由 推论 8.3.7 易 见 . 品 
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推论 8.3.9 WH < Cnxni E H* = H, M oo > 入} 是 瑟 的 特征 值 ， 
正 整数 和 Ei S- < i < n Bi, 2 p. p= 1,2,... ,k, WJ 


sup inf (zi Hzi +: + TAHTr) 一 入 +: + Ay. 
MiC-..CMy TpEMp 1 k 
dimMp=ip {zp}o.n. 


证 明令 5 同 前 面 定义 , 注意 到 ji 十 …: 十 jw = miHzi +: + zk Hzk, 
在 定理 8.3.1 中 取 o 人 (三 ， tk) = ti +: + t= Rl EJ. D 


推论 8.3.10 H e Cnxn 满 足 玉 * = H, M 2 … > 入 是 万 的 特征 值 ， 
正 整数 三 Ei < … < ik < n, WI 


sup inf (ZI 页 Zi 十 十 全 zk) 一 Ai 十 十 Xi 
RiC…CAK TpE Mp 
dimMp=ip {Zp}o.n. 


证 明 ”由 推论 8.3.9 易 见 . 口 


推论 8.3.11 WH E CX" 满足 有 H* = H, M > … > 加 是 瑟 的 特征 值 ， 
ER Zi, ,处 满足 让 <... < ikHiy <n—k+p,n=1,2,::: ,k, k < n, M 


i f *H .. * = A ... A 
maem oh, (ZIHz1 +- + oh HT) = Ay + e+ Xi 


dimiM=is—1 f Jon. 
证 明 在 定理 8.3.2 中 取 gp(ti， <. tk) = ti +: + tBTI. Ú 


推论 8.3.12 H c C?*7? 满 足 H* = H, M 2 … > 名 是 玖 的 特征 值 ， 
EMi, O ,名 满足 页 <... < i <S n Bi, nn 一 上 十 p, p == 1,2,… ,k, W 


inf sup (z+Hzit+:+ oH) = N+ + A. 
Mi1CC Mey SD ( Ho iHa) a 的 
dimMp=ip—1 {Zp}o.n. 


证 明 “由 推论 8.3.11 易 见 .DO 
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本 节 给 出 一 些 关 于 两 个 矩阵 乘积 的 奇异 值 和 特征 值 不 等 式 . 
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引 理 8.4.1 WH e Cnxm, H* = H, y, ,yk € CREEK, up, 
uk 是 span fu, . , Yk} 的 标准 正 交 基 ， 则 


det ([y1 -> yk]* H [i ye]) = det ([ui -+ - uz] H [u1 -  - wx]) det[(yi, y3)]. 
证 明 my: ,yp € Cn 线性 无 关 及 Schmidt 正 交 化 过 程 知 , 存在 上 三 


角 阵 C 使 得 
Rn yr] = Ru ° ` uk]C, 


于 是 
det([n +: yal" H[n yx]) 
= det(C*[ui:: up]* H [u1 - -  uk|C) 
= det(C*C)det (fu; up H [u1 --- ukl) 
= det (C*[u - -+ up|" [u1 -> - up]C) det ([u1 - - ur H [u1 -< ukl) 
= det[(yi, yj)]det (lw :+ url” Hl uk]) 
0 


EH 8.4.1 WA, B e Cnxn, ol(4) > .… > on(4) 是 4 的 奇异 值 ， 
01(B) > .… 2 on(B) 是 B 的 奇异 值 , oil(4PB) > … > on(4B) 是 4B 的 奇 
异 值 , 1 < à <S --: S k S n, 1 < j < ¿k <S n, 序列 i … , 1k; 
和 和 万, ,天 同上 节 中 定义 , 则 


(i) Hip 2 P, jp 之 p,ip 十 jp 之 Nn 十 p,p 二 1,2,:… ,天 时 有 


G. (A) ... oz (Ajoy (B) ... a; (B) 


ti 
< (AB) ... -ny (AB); 


= Fatin) Q Gik-Fjk 

(ii) Hip + jp <n—k+p+1l1,p=1,2,... kiA 
oy (4) …. Ow (AJo; (B)::: oy (B) 

> Otn-1) (AB) ca (AB). 


证 明 (i) 由 推论 8.3.5 知 存在 C" 的 子 空间 Mi C .… CMAN C 
Nk 使 得 dim M， = ip, dimNp = Jp, p=1,...,k, 并 且 


IN 


inf det ([zi `... zk] A* Alz1 ao zk|) = G (A)? ... (A)2, (8.4.1) 
z€ M, t tk 


{zp}o.n. 
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: * — 2... ; 2 
a det ([zi <- - £k]* B* B[z: : 7x]) = oj (B) oy (BY. (8.4.2) 
{zp}o.n. 


令 Qp = [R(B*M})]}, p= 1,2,.… ,k, WJ 


dimQ, = n — dimR(B*M}) > n — dimM;- = iy, 


dim(Qp N Np) = dimQ, + dimN, — dim(Qp + Np) > ip + j — n. 
故 存在 Qk n NAF Z] Patj-n C-C P; +j | — E SdimP; +jp-n = ip + 
jp — n, p= 1,2,- , k. 
任 取 标准 正 交 疝 量 组 y, € P+jp—n, p= 1, tta k, U By, € Mp, Yp € Np, 
p=1,2, k. # Bu: ,五 央 线性 相关 , 则 由 式 (8.4.2) 知 
ay (Bi): oy (Bk) = 0, 
从 而 结论 成 立 . By, , Byk 线 性 无 关 , 则 由 引 理 8.4.1 得 
det ([By; Bo A* A[By1::- Byx]) 
= det([p:°° ppl” A*Alp Ap) aet([B -< Byr]* [Byn Bux]) , ) 
(8.4.3 
Rtu,- ,pw 是 span{ By , Byk} 的 标准 正 交 基 , pp € Mp, p= 1,… ,k. 
结合 式 (8.4.1)、 式 (8.4.2)、 式 (8.4.3) 得 到 
a? (A)...o2 (A)o2 (B)...02 (B) 
t tk Jı 3k 
< det ([By1 ; ; - Byk]* A* A| By- - Buk]) 
= det (的 op B*A*AB[yı .yk]) 


使 用 {yp} 的 任意 性 推出 


inf det ([y1 -- yk] B*A*AB[y :yk:]) 
YpEPip+jp-n 
{yp}o.n. 


2 o; (A)-- "o3 (A); (B): K: (B). 
再 由 推论 8.3.5 得 证 . 
(ü) 使 用 推论 8.3.7 可 类 似 于 (i) 证 得 结论 ( 留 给 读者 ). 0 


推论 8.4.1 WA, B e Cn"xm，4 有 奇异 值 ci(4) > … > on(4), BA 
奇异 值 01(B) > … > on(B), ABA Ao (AB) > … > on(4B), 正 整 
Fii o ik Ei < … < ¿k < n, 则 
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(i) ci(4)…oax(4)or(B) op(B) > ca (AB): - oi, (AB); 
(ioi(4) ok(4)ci(B) oi, (B) 2 oa (AB) -- -0i (AB); 
(Hi) ca (A): Cip (A)oa—-k+ (B): on (B) S oi (AB)... 0i, (AB); 
(iv) on-k+1 (4): oP (A)oí (B) -+ 0i, (B) S c (AB) oi (AB). 
证 明 (i) 在 定理 8.4.1( 订 中 取 娘 = …: = jk = 1 得 到 
ow (A) .ou(Aow(B)...ou(B) > ow (AB)...ow(AB). 


这 各 = ip p = 1,2,- ,大 一 起 推出 结论 (成立 
( 阐 )~(iv) 的 证 明 类 似 于 (i). 0 


推论 8.4.2 WA, B e Cn"xn, A > 0, B > 0, 4 有 特征 值 Ni(4) 
A (A), B 有 特征 值 A(B) > … > nm(B)，AB 有 特征 值 A (AB) 
A (AB), E tii, ,ix 满足 条 < :: < ik < n, I 


V wv 


G) Aa (4) A AN(B) M(B) > An (4B) +- Ai, (AB): 
(ii) A1(A) -+ Ae(A)An (B)... Ai (B) > An (AB)... Aa (AB); 
(Gii) Xa (4) + Aip (4)An-kt1(B) M(B) < An (AB) +- Ai, (AB); 


(iv) An-r+1 (4) An(A)An (B)... Ais (B) < An (AB)... N (AB). 


证 明 ”注意 到 oi;,(43) = /X(A), op(B?) = /X(B), N (AB) 
Aip(B3 AB?) = o (A3 B2), p= 1,2,.… ,k. 由 推论 8.4.1 得 证 . n 
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本 节 给 出 一 些 关 于 两 个 Hermite 和 矩阵 之 和 的 奇异 值 和 特征 值 不 等 式 . 


定理 8.5.1 WA, B e C"*x" 满 足 4* = ABB* = B, MAA (A) > 
Xn(4) 是 4 的 特征 值 , 和 1(B) >- > An(B) 是 B 的 特征 值 , M (A+B) 
ÀP (A + B) 是 4 + B 的 特征 值 , 正 整 数 和 ,多 满足 和 入. < ik, E 
211 Jk Ji S -: S jk, W 


E v w 
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(i) Hip < n, jk S nHip + jp > n +p,p=1,2,::.. ,大 时 有 


A (A)+-:: + Ag (A) +à; (B) +: + Ay (B) 


ti 


S Amin AtB) +- tN-n) (A + B); 

(ü) “k < nHip+ jp <n—-k+p+1l,p=1,2,.-.: ,kk 时 有 
Aw (A) + + Ap (A) +A (B) +- + Ap (B) 
Z Mrn_ (A+B)+ t Auti- (A+ B). 


证 明 (i) Hip + jp > n+p, ip S n 及 jp < nf%i, > pBj, 2 p, 
p= 1,2,- ,k. 由 推论 8.3.9 知 存在 C" 的 子 空间 M1,… ,Mx 及 NNi,… Nei 
RM. C- C Mk, N. C :: C Nk, dimMy = ip, dimNy = jp, p = 1, ,k, 
并 且 


Aa (z) Azı 十 … Zk Ark) = Az (A)+- + Ay (A), (8.5.1) 
{zp}o.n. 
ie (Z1Bzl 十 .十 ZKBZK) = ày (B) 十 … 十 和 (B). (8.5.2) 
{Zp}on. 


既然 dim( Mp N Np) = dimM, + dimNp dim(M, + Np) 2 ip + jp 一 m, 
D 二 1,2,… ,k, 存在 Mx O NITZ Patin es Pirtin EE 


Piatj-n CC Pi.+j,—na 
dimPip+ip-n = ip + jom p= 1,...,k, 
任 取 标准 正 交 向 量 组 zp € Pirtin p = 1,… ,k, Mep € Mp £p € Np. 由 
式 (8.5.1) 和 式 (8.5.2) 得 
Ap (4) 十 … 十 XN (A) < T] Azı +: ZR Amk, 


?1 
à; (B) +-+ Ay (B) <S z1Bzi +- -xý Bz, 
于 是 
Ti(A + B)zi +: zi(A+ B)zk 
2 Ag (A) +- t Ay (A) +N (B) +- + Ap (B). 


使 用 {zy} 的 任意 性 推出 
inf (uR(A+ B)m +-+- + (A+ Byus) 


LpEPipt+ip—n 
{pp}on. 
> Ag (A) + + Ay (A) +A (B) +: + Ay (B). 
再 由 推论 8.3.9 得 人 成 立 . 
(这 类 似 于 人 的 证 明 , 可 由 推论 8.3.11 证 得 结论 .0 


98 系统 与 控制 中 的 矩阵 理论 


推论 8.5.1 WA, B e Cnxn 满 足 4* = ABB* = B, MA) 2> 
Aa (A) 是 4 的 特征 值 , AA (B) >: > 和 n(B) 是 B 的 特征 值 , Xi(4 十 吾 ) >- 
Mn( 和 4 十 B) 是 4 十 B 的 特征 值 , 正 整 数 广 ,…. ,条 满足 1 < j < ::: < jk < n, Wl 


An(A)+ tN pri(A) < Mn (A+B) +- +A; (4+B)—A; (B)— --—A;, (B), 
(8.5.3) 
和 (4) 十 十 Xk(4) > Ap (A+B) + -+A l(A+B)-— AA (B)— . :— NB). 
(8.5.4) 


证 明 在 定理 8.5.1 全 中 到 名 = n, p = 1,2,.… ,上 得 式 (8.5.3); 在 定 
理 8.5.1( 让 ) 中 取 ip = 1, p = 1,2,… ,kk 得 式 (8.5.4). D 


注 记 8.5.1 ”车 应 用 推论 8.5.1 及 关系 ~-B = —(A+ B) 十 4 可 得 出 其 他 
的 不 等 式 , 请 读者 自己 写 出 . 


EH 8.5.2 BA, B eC, ARARE (A) > … > on(4)，B 有 奇 
Sfo (B) > … > on(B), A+B 有 奇异 值 o1(4++B) >.… > on(4 十 万 ), 正 
整数 和 1， `. IK AE 41 <: < İk, 正 整数 访 ， `. Ík Eji < "<S jk, 则 


(i) Hik < n, jk < nHip + jp > n+p, p=1,2, ,大 时 有 


or (A) +: + oy (A) +o; (B) +: +c; (B) 


ti 


< (A +ji—n)' (A+ B)+:-: + on (4 + B); 
(ü) %k<nHB¿,+j <n-k+p+1,p=1,2,:.. ,大 时 有 


c (A) ++ op (A) + ojn (B) 十 …: 十 aju (B) 
Z ntj)” (4+B)+.…+ Tiktik)” (A+B). 


证 明 ”结合 引 理 8.1.1 和 定理 8.5.1 得 到 . 0 


习 B 
1. 设 47 = A € R”*”, 证 明 : 
T 
T _ x* Az _ 
ye Y Av = 0 各 贪 。TTZ 一 Ama (A), 


lly|lə=1 
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min y Ay = 
Vis 1 

2. 证 明定 理 8.1.2(ii). 

3. 证 明定 理 8.1.3( 订 . 


4. RA, B e Cn"xm，4 有 奇异 值 ol(4) > oA) > … > on(4), BÑ 
异 值 c1(B) 2 oo(B) > … > on(B), ABA AF Ho (AB) > … > 
on(4B), Eir, 5, 计 及 刻 ，… ,为 正 整 数 ,< n, 证 明 : 


(i) 当 筷 十 旋 之 Rn 十 1,p = 1,2,… ,k 时 有 
oa(A).oi(A)on(B)... z; (B) 
K utin-n(AB)...oiti-n(AB); 
(ü) ipt jp Sn+1,p=1,2,:... ,k 时 有 
Si (A). cia (AJo j (B)... o; (B) 
2 Ga+pH-1(AB):: ca aj =1(AB). 


5. WA, B e Cnx? 满 足 4* = ARB* = B, M(A) > … > Mn(4) 是 4 的 
特征 值 ， 入 (B) > … > Xn(B) 是 如 的 特征 值 ，Xi(4 + B) > .… > 
À (A + B)ÆA + B 的 特征 值 , 正 整数 生 ,…. T WWE <... < ík, IE 
Rj , j Eja [<s < Jk, 证 明 : 


(i) i; < n, jr S nBip +j, 2n+1,p=1,2,... ,n 时 有 
Ain (A) +- + Ai (A) + Aj (B) +--+ A (B) 
S Antji-nl A+ B)+ t Aiti -nl A + B); 
(ii) 34k < nBip + jp < n + 1E 
Aa (A) +e ACA) + AlB) t AlB) 
2 Anath-ilA +B) +- Aiti- A + B). 
6. 设 A, B € Cnxn, A = A*, B = B*, Wp(A + B) < p(A) + p(B). 
7. 设 H* = H e Cnx" 的 特征 值 为 A >o > Am vu (i = 1,… , n) Hf 
属于 和 的 特征 向 量 , HH, .…, wr 标准 正 交 , 1 < p < q <n, 
W = span{vp ,Vpt1 ttt s va}, 
则 对 于 任何 的 单位 向 量 x c WAA S x*Hz < X. 
8. 设 4 e cen, AFA RREA > X > .… > An A 的 奇异 什 
为 cl 2 oa > 2 On, WA S oi,i=1,.…,n 
(提示 : 使 用 上 题 的 结果 , 设法 寻找 单位 向 量 y 使 得 和 4 < 454, < 
VyA*Ay < ok. ) 


oin = Amia (A). 


第 9 章 JEREJ XS 


考虑 线性 方程 组 
Az = b, (9.0.1) 


其 中 4 8 Cmxn b e Cm， 车 m = n 且 A 可逆, 则 线性 方程 组 (9.0.1) 对 任意 
的 pe Cm 都 有 唯一 解 z = Atb 否则 , 线性 方程 组 (9.0.1) 不 一 定 有 解 , 并 且 即 
使 有 解 , 解 也 不 一 定 唯 一 . 那么 , 若 线性 方程 组 (9.0.1) 有 解 , 是 否 可 类 似 于 A 可 
逆 时 解 的 表达 式 z = 4-31% 来 表示 方程 组 的 解 ? 当 线 性 方程 组 (9.0.1) 无 解 时 ， 
是 否 可 类 似 于 4 可 逆 时 解 的 表达 式 z = 4- 孔 给 出 一 个 近似 解 ? 为 了 回答 这 两 
个 问题 , 本 章 介绍 矩阵 广义 道理 论 . 

1920 年 E. H. Moore 首 次 对 m x n 和 矩阵 给 出 了 广义 逆 的 定义 : XT E 
REA € Cm, 车 矩阵 和 8 Cnxm 满 足 4X = Pr(A), XA = Prix)» 则 
称 X 为 4 的 Moore 广 义 逆 , 其 中 已 是 子 空间 L 上 的 正 交 投影 矩阵 ， 但 是 由 于 
人 们 不 知 其 用 途 ,Moore 广义 逆 一 直 未 被 重视 . 直到 20 志 纪 50 年 代 , R. Pen- 
rose 以 更 明确 的 形式 给 出 了 它 的 另 一 个 等 价 定义 : X e C"*xm 是 矩阵 4A.€ 
Cmxn 的 Moore 广 义 逆 的 充 要 条 件 是 AXA = A, XAX = X, (AX)* = AX, 
(XAY = XA. 此 后 , 人 们 开始 称 Moore 广 义 道 为 Moore-Penrose 广 义 逆 , 并 
且 和 矩阵 广义 逆 理 论 才 逐步 发 展 起 来 , 也 广泛 地 应 用 于 诸多 学 科 , 如 控制 论 、 
数理 统计 、 多 元 分 析 、 最 优化 理论 等 等 . 

应 该 强调 的 是 , 可 以 根据 实际 需要 来 定义 不 同 种 类 的 矩阵 广义 逆 ， 
如 {i,7,… ,让 j 逆 、Drazin 逆 、 群 逆 、 加 权 Drazin 逆 、 加 权 Moore-Penrose 逆 
等 , 但 所 有 和 矩阵 广义 首都 必须 满足 : 可 逆 阵 的 任 一 种 广义 道 均 唯 一 且 是 其 道 
KERE. 


91 和 矩阵 1 j, kimi 


91.1 和 矩阵 {i,j… kW RERET HE 


X 911 RA es Cmxn, FAX 8 Crxm 满 足下 面 的 方程 (i)~(iv) 的 部 
分 或 全 部 , 称 久 为 4 的 Penrose 广 义 道 . 


第 9 章 ERE Y M 101 


(ü) AXA = A; 
(ü) XAX = X; 
(iii) (AX)* = AX; 
(iv) (XA) = XA. 

由 定义 9.1.1 知 , 4 的 Penrose 广 义 逆 共有 C3 十 C02 十 C3 十 C4 = 1528. RE 
阵 4 的 满足 条 件 介 ~ (iv) 中 (人 (g), … ,(k) 的 广义 逆 为 4 的 {i,j,…- k RE 由 
于 A 的 {i,j,… ,k} 逆 可 能 不 唯一 , 用 A{i,j… ,k} 记 4 的 所 有 位 ,部 … k 
构成 的 集合 , 并 用 A(b… 坟 表示 A{i,j,… ,k} 中 的 任意 确定 的 元 素 . 例如 : 
A{1} 表 示 A4 的 所 有 {1} 逆 构成 的 集合 ， 4{1,2,3, 和 表示 A 的 所 有 {1,2,3,4} 逆 
构成 的 集合 . 


定理 9.1.1 WA eC™mx" 的 奇异 值 分 解 为 4 = Udiag(,0)V , W 


AD} = eir y [oxra 


A{(1, 2)} = | U* : X, rea). 


A{(1,3)} = Lje [mirze 
Y Z 

m | z raze) 

V* U* : X, ZT. Š ; 
Z 

| Ë [ores 


Y 
A{(1, 2, 4)} = fv z ' = 


A{(1,2,3)}= 4 V* 


A{1,2,3,4} = ¿(V* 


证 明 He 


上 面 的 定理 表明 15 类 {i,j,… k) U YJ rE, FH AEBBI1 2 3,413 
唯一 性 (一 般 地 , 其 他 的 fj… ,广义 道 并 不 唯一 ). 
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命题 9.1.1 ” 复 矩 阵 的 {,2, 3, 4} 逆 唯一 . 
证 明 X,Y c A{1,2,3,4}, 则 
AXA = A, XAX = X,(AX)* = AX, (XA)* = XA, 


AYA = A,YAY = Y,(AY)* = AY,(Y A)* = YA. 


X = XAX = XAYAX = A*X*A*Y*X = A*Y*X =Y AX, 
同 理 YAX = YAY. WX = Y, 即 矩阵 4 的 {1,2, 3,4} 逆 唯一 . 吕 


为 了 简单 起 见 , 下 面 将 4 的 {1,2,3,4} 逆 记 作 4+.， 组 合 定理 9.1.1 和 命 
题 9.1.1 有 下 面 的 推论 . 


推论 9.1.1 EA e Cmxm" 耿 有 奇异 值 分 解 4 = TVdiag( 王 ,0)V*, 则 
At = Vdiag(X 1,0)U*, 
且 A+ 不 依赖 于 V 和 U 的 选择 . 
定理 9.1.2 WA ecr, MX e Corm E 
AX = Priaj, XA = Prix) 
的 充 要 条 件 是 X = At. 


证 明 设 rank4 = r, 4 有 奇异 值 分 解 4 = UVdiag(2,0)V， 


充分 性 由 推论 9.1.1 易 见 , 下 证 必要 性 . 易 见 


AX=U | > 222 | 


0 (9.1.1a) 


R(A) = fv | 4 | :ye c} ,R(A)+ = fu | | :ZE c>). (9.1.1b) 
HAX = Prai 


AXv = Pria =v, Vu € 及 (4)， 
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AXu = Praw = 0, Ww € R(A)+. 
由 式 (9.1.1) 得 Xi = D7}, X2 = 0, 即 


* E-t 0 * 
X=V | X x 0 (9.1.2) 
故 
[Z 0 
XA= V | x 0 | 7 (9.1.3a) 


1⁄1 _ 
R(X)= +V* : Cr, 2 E Cro. 9.1.3b 
(X) I | xn xan | Em: ) (9.1.3b) 
XAv= Prix =v, YUE R(X), (9.1.4) 


XAw = PROOw = 0, Vw € R(X)+. (9.1.5) 
组 合式 (9.1.3) 和 式 (9.1.4) 得 Xa4 = 0, 于 是 


— * g-i 0 * — * y . r 
x=v'| "x zo = {7 | x paee} 
从 而 . 
R(X)+ = fv | >A IG E crr} . 
这 和 式 (9.1.3) 及 式 (9.1.5) 一 起 推出 Xs = 0, 故 


X = V*diag(£7!,0)U* = 4+. 


基于 定理 9.1.2, 人 们 通常 称 4+ 为 4 的 Moore-Penrose 广 义 道 ， 上 面 定 义 
了 复 和 矩阵 的 {i j… kp, 并 解决 了 复 矩 阵 的 {fj… ,Ek} 逆 的 存在 唯一 性 
问题 . 真正 地 , 对 于 任意 域 (甚至 环 ) 上 的 矩阵, 仍 可 定义 它 的 {1} 逆 、{2} 首 
和 ,2} 逆 , 其 定义 方式 与 复数 域 上 相同 . 


定理 9.1.3 WA < Cmx" 的 等 价 分 解 为 4 = Pdiag(I,,0)Q, 则 


A{1} = fo | ; ; | Pp-! | (9.1.6) 


safol h X [xvas 
Y YX 
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证 明 ” 留 给 读者 . D 
基于 定理 9.1.3, 矩阵 4 的 {1} 闻 和 {f1,2} 道 的 表示 可 由 下 面 的 算法 得 到 问 . 
算法 9.1.1 (PANA e Cr, 确定 4{1} 和 A{1,2}) 


G) 构造 矩阵 M = | 4 人 | 
In 0 
(i) 通过 对 矩阵 M 的 前 m 行 进行 初等 行 变 换 和 前 n 列 进行 初等 列 变换 
L 0 M. 
将 M 化 成 形式 0 0 ; 
Mə 0 


(ii) — 


I X 
a| | | wz 
Y Z 
I X 
A{1,2} = | | | M. | 
Y YX 


1 2 
例 9.1.1 己 知 4 二 |2 4 |, 求 4{1}. 
0 1 
解 
1 0 0 2| 1 
2 1 0 0 | —2 
[4 rs = | 0 0 1 | 一 1| 0 
2 1 0 0 01 0 
0 0 0 1| 0 
1 1 0 1 0 0 
0 1 0 1 0 
> |0 0 slo 0 1l , 
1 0 1 0 
0 0 0 0 
故 
1 0 0 
M=] 0 01 ,Mm = | | 
—2 1 O 
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因而 


91.2 ”矩阵 {11} 首 和 Moore-Penrose 逆 的 性 质 
定理 9.1.4 Ae Cm, WI 


G) (4°){1} = {X*]X € A{1}}; 


Cnxm, 车 入 = 0, 
AT1A{1}, #A Z 0; 


(ii) (AA)(1) = | 

(ü) (PAQ){1} = @-1A{1}P-, YP € GL, (C), Q € GL,(C); 

(iv) rankA() > rankA, YA® € A{1}; 

(v) AAG)31A0( AB923582. VAD c A{1); 

(vi) AJ ADA = n, VA® € A{1}; 

(vii) 4 行 满 秩 仿 440 = Im, VA® € A{1}; 

(viii) ADE— < 4 可 逆 ; 

(ix) rankA = rank(AAW) = rank(A® A), VA® € A{1}; 

(x) R(A) = R(AA®), N (A) = N(A® A), VA0) E A{1}. 
证 明 ”由 和 矩阵 {1} 逆 的 定义 和 定理 9.1.3 易 见 . 口 
定理 9.1.5 WA e Cm", 则 

(i) (4 六 =(4 (At)t = A; 

(ii) (A*A) = At(A*)1; 


Gii) A+ = (A*A)tA*; 


105 


106 系统 与 控制 中 的 年 阵 理论 
(iv) rank4 = rank4+; 
(v) 当 U 和 V 是 西 矩 阵 时 有 (UAV)t = V*A+Ur*， 

证 明 ”由 推论 9.1.1 易 见 . 口 

定理 9.1.6 ”下 面 的 命题 成 立 : 
(i) 若 B 列 满 秩 , 则 B+ = (B*B)-1B*; 
(ü) 若 C 行 满 秩 , 则 C+ = OC*(CC*)-1， 
(iii) 车 B 列 满 秩 且 C 行 满 秩 , 则 (BC)+ = C+ B+, 即 

(BO)t = C*(CC*)-1(B* B)! B*; 

(iv) 若 4 的 满 秩 分 解 为 4 = BC, 则 4+ = C+B+. 

证 明 (i) 由 B 列 满 秩 知 存在 可 逆 阵 P 使 得 B = P | h |. 于 是 

B*B=|[ 7 ojee |g] > 0, 
AD BT pi 进而 ,由 和 矩阵 Moore-Penrose 广 义 逆 的 定义 容易 验证 B+ = 
u 由 C 行 满 秩 知 C* 列 满 和 | 使 用 (i) 推 出 (GC*)+ = (CC*)-1C, 于 是 
C+ = C*(CC*)—1. 


(ii) h(i), (让 及 和 矩阵 Moore-Penrose 广 义 逆 的 定义 易 见 . 
(iv) 由 (i 直接 得 到 . D 
基于 定理 9.1.6(ii), 自然 地 有 下 面 的 问题 : 


问题 9.1.1 是否 对 任意 矩阵 B € CRC c Cnxp 都 有 (BC)+ = 
C+B+? 


第 9 章 矩阵 广义 北 107 


9.1.3 ”和 矩阵 {1} 逆 的 表示 
定理 9.1.1 和 定理 9.1.3 分 别 基 于 奇异 值 分 解 和 等 价 分 解 给 出 了 和 矩阵 的 几 
类 {i,j,… ,及 } 逆 的 表示 , 下 面 将 展示 如 何 用 矩阵 A 的 一 个 固定 的 {1} 逆 4D 来 
表示 4 的 所 有 {1} 道 . 
Æ 9.1.7 “” 设 4e Cmxn, AQ) e A{1}, 则 
A{1} = {A® +V -AVAVAAD : V € crm} . (9.1.7) 


证 明 ERY c A{1}, WAYA = A. RV = Y — A0)48 
Y = A® +V — AQ) AVAA0) e [ao +V- AQ)AVAA0) :ye com} , 
于 是 4{1} C {A +V- AD AV AA :VE Cem}, RZ, 由 
A(A® +V — AÐAVAA®JA =A, YV ECnxm 
得 4{1} 2 {40 +V — AÐAVAAÙ : V e Cr"*m}. 0 
定理 9.1.8 ” 设 4e Cmxn, A® e A{1}, 则 


A{1} = {40 +V (Im — AA®) + (In ADAW : V, W eC™™). 
(9.1.8) 


证 明 由 
A|A0 +V(Im — AA®) + (I — ADAW| A= A, vV,W eC™™ 


知 A{1} 2 {4+V(Im — AA0)) + (I, — A0)A)W :VWeC"xm}. RZ, 
对 于 任意 的 Y c A{1}, WV =Y — AO) BW = —YAA0), 则 


Y = 40 + V(In — AAQ0)) — (L, — A® AW, 
故 A{1} C {AD +V (Im — AA®) + (In — ADAW : V, W 8 CnxmJ). D 
914 ”和 矩阵 {1} 逆 与 矩阵 方程 的 解 
定理 9.1.9 WA e Cmx", B e CP, 40) e A{1}, 则 下 列 说 法 等 价 : 


(i) AX = B 有 解 . 
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(ü) R(B) € R(A). 
(ii) AA®B = B. 
(iv) rank | A B | = rankA. 


证 明 
AX = BA e B 的 各 列 可 由 A 的 各 列 线性 表 出 
R(B) S R(A) 
存在 Xo 满足 B= AXo = AA AXo = AA) B 
R(B) + R(A) = R(A) 
R([ A B |) =R(4) 
rank | A B ] = rankA. 


个 村 全 全 全 


定理 9.1.10” 设 4Ae Cmxn, Be Cmx?, AX = BER, A0) < A{1}, W 
(ü) AD BE AX = B 的 一 个 解 ; 
(ü) AX = 0 的 通 解 表达 式 为 X = (I, — AH AJY, VY € C"*?; 
(iii) AX = B 的 通 解 表达 式 为 X = AVB + (In — ADA)Y, YY € CPP, 
证 明 (i) 既然 4X = BARE, 由 定理 9.1.9 易 见 . 
(ü) 由 
A[(In — APAY] = (4A— AA® AJY =0, VY ECnxz 


得 所 有 形 如 (I 一 A(WA)Y 的 矩阵 都 是 4X = 0 的 解 ， 另 一 方面 , 任 取 4X = 
0 的 解 Xo, 则 4Xo = 0, 于 是 Xo = Xo — AH AXo = (In 一 A® 4)Xo. 
总 之 , AX = 0 的 通 解 为 X= (I, — ADAY, VY € Cn*?. 
(iii) h(i) F (ii) 
A[ĻA®B + (In — AV AJY] = B, VY € CnxP， 
即 所 有 形 如 4 人 已 + (I, 一 AWA)Y 的 矩阵 都 是 4X = BHR. 另 一 方面 , fE 
WAX = BEX, W| AX: = B. 使 用 (i) 推 出 


A(X1— A® B) = B- B= 0, 


即 Xi — ADBÆAX = 0 的 解 ， 由 (加 知 存 在 六 使 得 Xi -AOB = (L, — 
AQ) A)Y1I, 故 
X, = AYB + (In — AG) AA)Y.. 
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总 之 , AX = B 的 通 解 表达 式 为 XX = 4 二 (及 一 404) VY € CP, 


0 

类 似 于 上 面 的 两 个 定理 容易 得 到 下 面 的 两 个 定理 . 

定理 9.1.11 WA e Cmxn, C e Cr, AQ) e 4{f1}, 则 下 列 说 法 等 价 : 
(i) XA = C 有 解 ; 


(ü) CAVA = O; 


(ii) R(C*) € R(A*) (8BN(C) 2 M(A)); 
(iv) rank | 4 | 一 Tank4. 
C 


定理 9.1.12 WA Ee Cmxn C eC, XA = C#f#, AG) c Af1), M 
(i) CA0).X A = C 的 解 ; 
(ü) XA = 0 的 通 解 表达 式 为 X = Z(Im 一 AA®), YZ e Cam; 
(iii) XA = C 的 通 解 表达 式 为 X = CAV + Z(Im — AA0)). YZ € CPM, 
定理 9.1.13 RA c Cmxn p e Cmxp 且 4X = B 有 人 解 . 若 B 列 满 秩 ， 
WAX = 万 的 通 解 为 X = GB,VG € A{1}. | 


证 明 ”由 定理 9.1.10(i) 知 对 任意 的 GE A{1}, GBÆAX = B 的 解 . 

任 取 4 的 {1} 首 40 和 4X = B 的 解 X0， 由 定理 9.1.10( 诞 ) 得 存在 Ww € 
C"x? 使 得 

Xo = A® B + (I, — AQ) A). (9.1.9) 
由 万 列 满 秩 知 rank | K | = rank B. 使 用 定理 9.1.11 推 出 苑 = ZB 有 解 , 即 存 
在 Zo € Cnxm 使 得 葬 = ZoB. 因此 式 (9.1.9) 变 成 
Xo = AÙ B + (I, — AWA)ZB = GoB， 
其 中 Go = A® + (In — 4004)20. 由 
AGoA = A[AD + (In — AG) A)JZ0]A = AAVA + Aln — AÐAJZA = A 


得 Go € A{1}. 总 之 , AX = B 的 通 解 为 X= GB,YG € A{1}. 口 
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915 ”和 矩阵 {1,4} 逆 与 线性 方程 组 的 最 小 范 数 解 


考虑 线性 方程 组 
Az =b, (9.1.10) 


其 中 A € Cmxn, b e Cm. 


定义 9.1.2 ” 设 线 性 方程 组 (9.1.10) 有 解 , 称 所 有 解 中 2 一 范 数 最 小 者 ( 即 
满足 Vz*z 最 小 的 解 z) 为 方程 组 (9.1.10) 的 最 小 范 数 解 . 


定理 9.1.14 ” 设 方 程 组 (9.1.10) 有 解 ， 4t9 c A{1,4}, 则 4296 为 方程 
组 (9.1.10) 的 最 小 范 数 解 , 


证 明 ” 设 矩 阵 4 的 奇异 值 分 解 为 
A = Udiag(>, 0)V, 
由 方程 组 (9.1.10) 有 解 及 定理 9.1.9 得 
b=U | H | ; (9.1.11) 
并 且 线 性 方程 组 (9.1.10) 的 通 解 表示 为 
z = V* | x h | , Vu. 
w 


再 由 定理 9.1.1 推 出 
AG) — V* | x lb | 
0 


是 线性 方程 组 (9.1.10) 的 最 小 范 数 解 . 口 
注意 到 V* | > h | = Atb, 从 上 面 定理 的 证 明 容易 得 到 下 面 的 命题 
命题 9.1.2 ”车 线性 方程 组 (9.1.10) 有 解 , 则 4+1 是 它 的 唯一 最 小 范 数 
解 . | 
91.6 EEE(1,31 L; Zk E y FE ZH RJ | RAR 
定义 9.1.3 Fro c CHE 
|b — Azo||2 = min ||b — Azl|ə, 


称 zo 是 线性 方程 组 (9.1.10) 的 最 小 二 乘 解 . 
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从 上 面 的 定义 易 见 , 若 线性 方程 组 (9.1.10) 有 解 , 则 它 的 每 个 解 都 是 最 小 
解 . 


定理 9.1.15 WA c Cmxn be Cm, AG) e A{1,3}, 则 4(43)5 是 线性 
方程 组 (9.1.10) 的 最 小 二 乘 解 . 


证 明 “” 设 矩 阵 4 的 奇异 值 分 解 为 4 = Udiag(X,0)V , 并 设 
ola] er [El] 
bo T2 


bi 


bo 


b- Az=0| bz 


| — Udiag(2,0)Vz = U | b — Day | , 


因而 
min ijb 一 Az||2 = |lbə|l2. (9.1.12) 
ZECY 


另 一 方面 , 由 定理 9.1.1 得 
lb — AA0.3)b|J; 
1 
| | A | _ Udiag(5,0)VV* | y 7 | U*U | b | 
0 
ls) 
llbəll2. 
这 和 式 (9.1.12) 一 起 推出 443)8 是 线性 方程 组 (9.1.10) 的 最 小 二 乘 解 . 0 


从 上 面 定理 的 证 明 容 易 看 出 , 线性 方程 组 (9.1.10) 的 所 有 最 小 二 乘 解 可 
表示 为 : 


2 


| 


由 此 容易 推出 下 面 的 命题 . 


一 1 
> bh | , Vw. (9.1.13) 
w 


命题 9.1.3 ”Zz 是 线性 方程 组 (9.1.10) 的 最 小 二 乘 解 的 充 要 条 件 是 z 是 线 
性 方程 组 4* 4z = A*b 的 解 . 
91.7 和 矩阵 M-P 道 与 线性 方程 组 的 最 小 范 数 最 小 二 乘 解 


定义 9.1.4 ” 称 线 性 方程 组 (9.1.10) 的 所 有 最 小 二 乘 解 中 2 一 范 数 最 小 者 
为 最 小 范 数 最 小 二 乘 解 . 
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组 合 命题 9.1.2 和 式 (9.1.13) 易 得 下 面 的 定理 . 


定理 9.1.16 ”线性 方程 组 (9.1.10) 有 唯一 的 最 小 范 数 最 小 二 乘 解 A+b. 


9.1.8 Schur 补 与 分 块 矩 阵 的 {1} 一 逆 


对 于 矩阵 


w-[ 2], 


C D 


当 4 可 道 时 称 D-CA-1B 为 M 关 于 A 的 Schur 补 , 记 作 JM/A4; DIARRA- 
BD-1C 为 M 关 于 DD 的 Schur 补 , 记 作 M/D. 


命题 9.1.4 aan- p [renamen 
D 


X Y 
U V 


M! = 


其 中 
X= A-1+A-1Bp(M/A) 1 CA 1, 
Y= -AB(M/A) !, 
U= -(M/A) CA, 
V= (MJA. 


命题 9.1.5 Acc A > 0, W 
(Aii)! < (Assn, 


KP Ana KRANT 


Gia Qiii? °? Qijik 
Qizi) Qiziz *'' Gioik 
Qipi) Qipiz `?  Qikik 


证 明 ”不妨 设 


_ 141 Ar _ 4. 
A= | 4 ,An = daa 
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由 命题 9.1.4 得 


(Atai = AT + Ap A12(A/A11) AnA 2 AR = (Airin). 


Anr 4:2 


2 Á22 


4) 9.1.2 已 知 4 = | harane, 求 4 的 一 个 {1} 一 道 . 


B >D 


A= I 0] Ai 0 I Al A 
E AzA I 0 A/Ai1 0 I ` 


HE EB9.1.4(ii)4% 


I -Al An || An 0 I 0 
[o I || 0 (A/An)® || -AnA I a 
于 是 
I -AṢA ] [ AÑ 0 I 0 
0 I 0 (A/An)® || -An AÑ I 
_ | +n Any in An —Aii A12(A/A11)™ | < Afl) 
—(A/A11) A21 AFF | (A/An)® l 
1 | 


上 面 构造 4( 的 过 程 的 一 个 关键 步骤 是 将 4 分 解 成 形式 4 = PDQ, 其 
EP, QORIY, D 是 对 角 块 阵 . 4i1 可 逆 只 是 为 了 保证 这 个 分 解 能 够 实现 . 那么 ， 
HAIDE, 需要 加 什么 条 件 才能 保证 这 个 分 解 能 够 实现 呢 ? 为 此 , 考察 


_ [I 0O][An A2][1 Y 
u=] x Jipa ia l[o [| 
是 对 角 块 阵 的 条 件 ? 由 


M= | An Ai + Ai1Y | 


A+ XAn Az + XA + (An + XAn)Y 
知 

M 是 对 角 块 阵 e XÆXAn = 一 4Az1 的 解 旦 Y 是 A11Y = 一 4A1z 的 解 . 
使 用 定理 9.1.9 和 定理 9.1.11 推 出 : 当 


An A An = An, AnA An = Ar (9.1.14) 


114 系统 与 控制 中 的 矩阵 理论 


时 , 若 取 (XY) = (An Al). — AD 412), 则 
M = diag(An, A/Ani), 
其 中 A/An = A22 一 Ax AG D Ai. 
称 4/411 为 4 的 关于 411 的 广义 Schur 补 . 因而 , 类 似 于 例 9.1.2 有 : 
命题 9.1.6 ” 当 式 (9.1.14) 成 立时 ， 
| AȘ) + Af An(4/An) PAn A -A A AIAL)D 


— € A{1}. 
—(A/An)O) An AUD (A/A11)™ | 


例 9.1.3 EAA = b An 


个 {1} 一 逆 . 
ÑE ”由 4 > 0 知 , 存在 行 满 秩 矩 阵 刀 使 得 4 = B*B. 令 妃 = | B, B ], 


a= | | [B 5 ]= | pip Pip. |， 


| > 0, 其 中 A11 为 方 阵 , 求 4 的 一 


Ab 422 


则 
Bš: BIB, BB; 
于 是 411 = BIBi, A = BtB>, A2 = BBa, 从 而 
AtaAid An = (B1B2*(BIBi)O(Bt Bi) 
= BBI(B+BI)(V BIB 
= BB. 
= Ab 


E 
An AÎ Ar = B? B, (B*B,)© B+ B= = Bš B} = 412. 


使 用 命题 9.1.6 推 出 
AÑ + AÑ An (A/An) O At AQ -A® An (4/An)® 


—(A/An) O At, Al) (A/An)D { 
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9.2.1 和 矩阵 Drazin 道 的 定义 及 其 存在 唯一 性 


定义 9.2.1 WA e Fnxn. 称 满足 rank4k+l = rankA* 的 最 小 非 负 整 
数 k 为 4 的 指标 , 记 作 Ind(4). 
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定义 9.2.2 RA cF”, k= md(A), #X € Fnxni £ 
AFHI X = Ak, XAX = X, AX = XA, 
KX R ABJ— F Drazini, BWIAKD— B. 
下 面 的 定理 给 出 了 和 矩阵 Drazin 道 的 存在 性 与 唯一 性 . 
定理 9.2.1 RA e Fnxn, 则 A 的 Drazin 道 存在 且 唯 一 . 


证 明 ATY, 易 见 4-1 是 4 的 唯一 的 Drazin 逆 , 即 4 的 Drazin 逆 存在 
Bu-—. 若 4 不 可 逆 , 设 4 的 Fitting 分 解 为 


A = Pdiag(D, N)P 1, 
则 容易 验证 Pdiag(D-1,0)P-! 是 4 的 Drazin 逆 ,并 且 在 4 的 Fitting 分 解 给 定 
的 情况 下 , 4 的 Drazin 逆 是 确定 的 . 因而 , 为 了 展示 4 的 Drazin 首 是 唯一 的 , 只 
需 证 : 对 于 4 的 任意 两 个 Fitting 分 解 
A = Pdiag(Di, Ni )P; 1 = Pydiag(D2, N2) Py 1 


均 有 
P.diag(Dr1,0)Pr1 = P,diag(D;,0)P; 1. 


事实 上 , 由 Pdiag(D1, Ni)Pr 1 = P,diag(Do, N2)P; ! 得 
P; 1P,diag(Di, N1) = diag( D2, Na)P 1 已 . 


令 


pin = | 1: w | 


Ms Ma 
则 MiDi = DıMı, M3D1i = N>Ms AMN; = D>Mb, 于 是 


MiDT = Dr 1Mi, Ms = 0, M2 = 0. 
故 Pldiag(Di!,0)P7! = P,diag(Dy!,0)Py1. O 
将 矩阵 4 的 Drazin 逆 记 作 Ag， 从 定理 9.2.1 的 证 明 可 知 下 面 的 命题 成 立 . 
命题 9.2.1 WA e F"*x" 的 Fitting 分 解 为 4 = Pdiag(D, N)P-1, W 


Aa = Pdiag(D 1,0)P 1. 


推论 9.2.1 A eFnxn 3SAn[u W A; = 4-1; EARE, WA = 0. 
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922 ”矩阵 Drazin 逆 的 性 质 


在 1.2 中 , 我 们 介绍 了 和 矩阵 Fitting 分 解 的 定义 , 它 可 用 来 证 明 关 于 拢 
阵 Drazin 逆 的 很 多 结论 , 下 面 是 几 个 例子 . 

命题 9.2.2 WRA € EFnxn Ind(A) = k, 则 存在 多 项 式 gq(zx) 使 得 4g = 
AŽ AFH. 


WERA ” 设 4 的 Fitting 分 解 为 4 = Pdiag(D, N)P-1, 则 N* = 0( 为 什么 ?). 


f(x) = det(zI — D) := z° + a, "l L... + as—1T + Gs, 
H Dn): K Hamilton-CayleyzE lla, Z 0R.f(D) = 0. 由 此 可 推出 
1 
as 
即 存在 一 个 多 项 式 g(z) 使 得 D-1 = q(D), 于 是 
Arla(A)]*t” = Pdiag(D®,0)P™!Pdiag(g*t!(D),g*+!(N))P-! 
= Pdiag(D*D-(*+D),0)p-! 
Pdiag(D-10)P-1 
= Aa. 


D! = (Ds-! + a1 D° 2 +... + as-17), 


命题 90.23 WA e Fnxn A = diag(A41,… , As), Ay, :……， As JIJI RE, 
NJ Aa = diag((A1)a,.… , (As)a). 
证 明 ” 设 4; 的 Fitting 分 解 为 
Ai = Pdiag(Di, Ni) Pr1, i= 1,2,...,s, 


A = Pidiag(Di,Ni)P7',...,P,diag(D,s, Ns)P;! 
= Pdiag(Di, Ni , Ds, Na) PT}, 
其 中 P= diag(Pi, , P,). 于 是 存在 置换 阵 @ 使 得 
A = PQdiag(Di, D2,.…. , Ds, Ni Na ,No)(PQ)-1， 
从 而 
Aa= PQdiag(DI*, D;!,... , Ds,0)(PQ)-! 
Pdiag(Di ,0, Dy1,0,... , Dil 0) P-1 
diag(P,idiag((Dr!1,0)Pr1,...  P.diag(D-1,0)P—-1) 
= diag((Aj)a, (A2)a,.… , (4s)a). 
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命题 9.2.4 WA EEF”, 则 (haq)a = 4 的 充 要 条 件 是 Ind(4) = 1. 


证 明 “必要 性 设 4 的 Fitting 分 解 为 
A = Pdiag(D, N)P `!, 


由 命题 9.2.1 得 
(Aa)a = Pdiag(D, 0) P7}. 
因为 (hq)a = A, 所 以 N = 0, 由 此 可 得 Ind(4) = 1. 
充分 性 ， 由 Ind(4) = 1 得 4 的 Fitting 分 解 为 4 = Pdiag(D,0)P-!, 显然 
有 (Aa)a = A.D 
命题 9.2.5 若 4， B e E*n EAB = BA, 则 (4B)a = BaAa. 


证 明 (i) 5A, B 均 可 逆 时 显然 成 立 . 
(ü) 当 4 不 可 道 且 B 可 逆 时 ， 设 Ind(4) = h 且 A 的 Fitting 分 解 为 4 = 
Pdiag(D, N)P-1. 由 定理 9.2.1 的 证 明 可 设 


B = Pdiag(Bi, B.) PT}, 
其 中 Bi 和 Bs 满足 DB1 = BiD 有 8 
NB, = BaN. | (9.2.1) 
故 
AB = Pdiag(D, N)P-!Pdiag(Bi, Ba)P-! = Pdiag(DBi,NB4)P-L. 


因为 刀 可 逆 , 所 以 B1, Ban, 从 而 (DBi)g = BD. 又 因为 N 为 暴 零 阵 ， 
所 以 由 式 (9.2.1) 推 出 NN B ARER. 因而 
(4B)a= Pdiag(B7'D-!,0)P-! 
= Pdiag(Bi!,Bi')P-!Pdiag(D-1,0)P-l!. 
= B'A 
= BaAg. 


(iii) 当 A 可 逆 且 B 不 可 道 时 , 类 似 于 ( 芝 可 以 证 明 结论 成 立 . 
(iv) 5A, BIAT AN, 设 4 的 Fitting 分 解 为 4 = Pdiag(D, N)P”1. 由 
定理 9.2.1 的 证 明 可 设 . 
B = Pdiag(B1, Ba) P7}, 


其 中 Bi 和 Bs 满足 DB1 = BD R. 


NB, = BaN, (9.2.2) 
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于 是 
(AB)a = Pdiag((DBi)a, (NBa)a)P 1, BaAha= Pdiag ((B1)aD-,0) P-L 


故 只 需 证 (DBi)a = (Bi)aD 1 BN Di 38 e E. 事实 上 , HN 9 £ BE 
式 (9.2.2) 易 见 N BARFE. ABTA, 则 由 (和 万 可 逆 得 


(DBi)a = Br 1D 1 = (B.)aD 1; 


车 Bi 不 可 逆 , BHGü)81IDSPR 8(DB,)a = (Bi)aD-!， 总 之 , (4B)a = 
Baa. O 


923 矩阵 群 逆 
本 节 介 绍 一 种 特殊 的 Drazin 逆 -一群 逆 . 
定义 9.2.3 BA EF”, WEX c Kx 满足 
AXA = A, XAX = X, AX = XA, 
称 X 为 4 的 群 逆 . 


由 定义 可 以 看 出 : 当 Ind(4) = 1 时 , 4 的 群 道 就 是 Drazin 首 . 由 上 节 可 知 ， 
对 任意 的 A e FO”, 4u 存 在 且 唯 一 , 但 是 群 逆 可 能 是 不 存在 的 . 例如 : 


0 1 0 
A=]|00 0 1l. 
0 0 0 


定理 9.2.2 WA cE” HAKAT, 则 


(i) 4 有 和 群 逆 的 充 要 条 件 是 md(4) = 1 ( 即 存在 非 奇异 阵 P 和 DD 使 得 4 = 
Pdiag(D,0)P-1); 


(ü) 当 群 逆 存 在 时 , 它 是 唯一 的 . 
证 明 ”类 似 于 定理 9.2.1( 留 给 读者 ). 0 
当 和 矩阵 4 的 群 逆 存 在 时 , 将 其 记 作 4。. 


推论 9.2.2 WA € Fn, AFE, 则 存在 可 逆 阵 P < FORD e 
F"xr 使 得 4 = Pdiag(D, O)P-1 H.A; = Pdiag(D-1,O)P-1. 
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证 明 ”由 定理 9.2.2 和 命题 9.2.1 得 到 . 品 
既然 群 逆 是 Drazin 逆 的 特例 , 由 命题 9.2.2 和 推论 9.2.2 易 得 下 面 的 命题 . 
命题 9.2.6 WA e F"*x" 满 足 Ind(4)=4 则 
(ü) 存在 一 个 多 项 式 g(z) 使 得 Ag = Alle)’; 
(ii) @(A = R(A); 
(iii) W(Aj = N(A). 
由 命题 9.2.5 和 定理 9.2.2 容 易 推出 下 面 的 结论 . 
命题 9.2.7 WRA, B eF”, A, 和 Bo 存在 , AB = BA, 则 (4B)g 存 在 且 
(AB), = B;A;. (9.2.3) 


称 式 (9.2.3) 为 群 逆 的 逆序 律 . 文献 [15] 给 出 了 逆序 律 成 立 的 充 要 条 件 . 


J mi 
1. 设 4 € R™*", 证 明 : Prea = A(ATA)O)AT = Pheap Phea = Pre) 
2. ZH e Cnxn 证 明 : Ht = HR] 368 35 3 E E: H2 AR Hermite tE E. 
rankH? = rankH. 


(提示 : 使 用 互 的 Fitting 分 解 或 使 用 Moore-Penrose 广 义 逆 的 定义 ) 


1 0 -1 1 
3. 设 矩 阵 4= | 0 2 2 z | wa 
3 


-1 4 5 


4. WA e Fn, B e Fnxp, IJ 
(i) rank(AB) = rank4 的 充 要 条 件 是 4BX4= A, YX € (AB){1}; 
(ii) rank(AB) = rankB 的 充 要 条 件 是 BXAB = B, YX € (A4B){1}. 
(提示 : 使 用 定理 3.4.1) 

5. WA e Cmxn, 则 


(i) A(A* 4A)(DA* 与 (A4*A) 中 的 选取 无 关 ; 
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10. 


11. 
12. 
13. 
14. 
15. 


1 
. 已 知 4= | 0 
1 
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(ii) A(A*A)0)A*A = A, A*A(A* A) A* = A*. 


. 设 4e Cnxn, B= [AT 47]7, 试 证 : B+ = A+ At]. 


. 设 A; e Cmxn b; e Cm (=12… k), WH: 向 量 zo € C" 使 得 


k k 
> || A;zo — b|? = min > Aiz — bi|2 
的 充 要 条 件 是 zo 为 方程 


k k 
(> aia) z = Y ` Atbi 
i=1 i=1 


RU 


(i) 求 4 的 奇异 值 分 解 ; 
(ü) 利用 奇异 值 分 解 求 47; 
(iii) 求 4z = 2 的 最 小 范 数 解 . 


的 解 . 


= 请 ° 


. 给 定 方程 组 4z = b, 其 中 


1 0 —i 1 4 
A=| 0 2 2 2|1,6=|1|, 
-1 4 5 3 2 


求 它 的 最 小 范 数 最 小 二 乘 解 . 
WA E 了 xn， | 

x= Í Al, à#0, 

0, 入 = 0. 

证 明 : 》 是 4 的 特征 值 的 充 要 条 件 是 X+ 是 4 的 特征 值 . 
证 明 : 对 任意 的 4 e F"*** 有 (A7)a = (Ag). 
证 明 : 对 任意 的 A-e FA |( Aq)a]ja = Aa. 
设 A, BEF"x" 满 足 4 = PBP-!1, 则 4v = PBaP-1. 
WA cE, 5 是 任意 非 负 整数 , 则 (As)g = (Ag). 
设 4 EEn, 若 整数 F 和 mm 满足 > m > 0, 则 Am(Ag)* = (A). 
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16. WA < 了 xm Ind(A) = k, 则 


Aa = AXA, V| > k, X e Al{1}. 


17. WA c "xn 满足 Ind(4) = 1, 证 明 : 


(i) AA; = AgA = PR(Ag) N (Ag) = PR(A).M(A): 
(ü) 了 工 一 AA, 一 了 一 A,A = PN(A)R(A); 
(iii) ÆA = BC 是 4 的 一 个 满 秩 分 解 , MAg = B(C B) °C. 
18. WA e Fnxn 证明: 若 4 非 奇异 , 则 Ind(4) = 0; 若 4 奇 异 , 则 Ind(4) > 1. 


19. WN e PoR, AKON ENE = 0 的 最 小 正 整 数 k 为 N 的 容 零 指标 . 
证 明 : 车 奇异 矩阵 A € Er"xnm 的 Fitting 分 解 为 4 = Pdiag(D, N)P-1, 
则 Ind(4) 就 是 六 的 宗 零 指标 . 


20. WA, B € Fnxn 满 足 4 奇异 , AB = BA, ABA = A, 则 Ind(4) = 1. 
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和 Hadamard 积 


本 章 主要 介绍 矩阵 的 Kronecker 积 和 Hadamard 积 的 定义 和 主要 性 质 , 以 
及 和 矩阵 的 Kronecker 积 在 线性 矩阵 方程 求解 中 的 应 用 . 


10.1 矩阵 的 Kronecker 积 的 定义 和 性 质 

以 前 在 线性 代数 中 定义 过 两 个 矩阵 4 与 B 的 乘积 , 它 要 求 4 的 列 数 与 BB 的 
行 数 必须 相等 . 下 面 我 们 引进 一 种 新 的 矩阵 乘法 , 它 对 矩阵 4 与 BB 的 行 数 与 列 
数 没 有 任何 要 求 . 


定义 10.1.1 RA = [ay] € C”, B e CP?xq, 称 mp x ng 矩阵 


aB a2B -:: amB 
az B as B ... amB 
amıB am2B ::: amnB 


为 矩阵 4 与 B 的 Kronecker 积 , 记 作 4@ B. 


例 10.1.1 a4- | | 2 ,| 
3 4 2 


3 
010 2 001 2 
2 3 4 003 4 
0 3 0 2 43 6 
6 9 8 12 6 8 9 12 
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上 例 表明 运算 @ 不 满足 交换 律 , BAS B Z B @ A. 

性 质 10.1.1 WA, A1, Az, B, Bi, Bz,C 和 DD 是 有 合适 维 数 的 复 和 矩阵 , 则 
(i) (A + A)@ B= AA@ B+ As @ B, AQ (Bi + B2) = AQ Bi + À @ Bs; 
(ü) (aA)@ B =a(A@ B) = A@ (aB), V ae C; 
(iii) Ag@B= A@ B, (A@ B) = AT @ BT, (A@ BY = A* @ B*; 
(iv) 08 B = A@ 0 = 0; 
(v) A@ B = 0 => À = 08ËB = 0; 
(vi) (A@ B)(C @ D) = AC @ BD. 

证 明 ”通过 直接 计算 得 到 . 0 

命题 10.1.1 HA e C, p e Cmxm, A, BINE, 则 4 @ BETTIS, 
E(A8 B)! = A-1@ B-1, 

证 明 ”由 性 质 10.1.1(vi) 得 

(A@ B)(A-1@ B 1) = AA™! & BB”! = In @ Im = Imn, 

故 4@ BPX, B(A@ B)! = A-1@ B-t. 

命题 10.1.2 #rankA = r, rankB = s, 则 rank(4 @ B) = rs. 

WERA it 

A = Pidiag(1„, 0)Q1, B = P>diag(T,, 0)Q2, 

EFP, Q (¿= 1,2) 为 可 逆 阵 . 由 性 质 10.1.1(vi) 得 


A@B= (Pidiag(I;,0)Q1) @ (P;diag(I,,0)Q>) 
= (Pi @ P;) (diag(T,,0) @ diag(I,, 0)) (Q1 @ Q2). 


这 和 定义 10.1.1 及 命题 10.1.1 一 起 推出 rank(4 @ B) = rs. D 


命题 10.1.3 A EC, p e Cmxm Jiljtr(A @ B) = (tr A)(srB). 
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证 明 “由 Jordan 标 准 形 理论 可 设 


Qi * ... ... * 
0 a 
A=P P-1, 
0 0 an 
bi * * 
0 b 
B=Q : Q, 
` * 
0 O ba 
则 
abr * * 
0 
_ : `... Qa1bm `. : —1 
A@B=(PeQ)| ` : (P@Q) `, 
: `. ab ` : 
: `. 。 * 
0 .-... -.. ... 0 anbm 


所 以 tr(4@ 万 ) = 5 5 a;b; = (> ai) PD = (trA)(trB). Ú 
j= 


i=1 j=1 i= 


类 似 于 命题 10.1.3 的 证 明 易 推出 下 面 的 定理 . 


定理 10.1.1 A e Cr, B e Cmxm A 的 特征 值 为 入 ,和 2,:… An, 
B 的 特征 值 为 ,42,… ,jm, MA @ B 的 特征 值 为 Aipj, i = 1,2,.… ,n，j = 


1,2,- m. 


推论 10.1.1 RA e Cnxn B e Cmxm，A 的 特征 值 为 A,X2,:… An, 
B 的 特征 值 为 141, 42,… ,Lm, 则 A* Q Bi 的 特征 值 为 


Mp t=1,2, n, j=1,2,... ,m. 
推论 10.1.2 WRA e Cnxn Be Cmxm JJ 


det(A @ B) = (det A)” (det B)”. 
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推论 10.1.3 #A > 0, B > 0, IIJ A @ B > 0. 


定理 10.1.2 WA, A € C>", Bi, Bs € Csxt 为 同型 阵 . 若 41 @ B. = 
A Q B> Z 0, 则 存在 非 零 常数 和 使 得 A1 = AA, Bi = 入 -1B2. 


证 明 记 41 = [at mxn, 42 = [a mxn, W 


af?) B; ap, ... af? B; 
48B, = mao ai Bi ü š | 
aB, KO EE ap, 
aB. aB - aj Bo 
A22 Bo = k k " k 
22 Ba a) B, o aB 


(1) 
HA: @ B, = As Q B> # 0 知 存在 p, 9 使 得 ao 外 Bi = aQ) Ba Z 0. 令 和 = aC) i, 
WA Z 0B.B, = 和 Bi, 于 是 由 418 Bi = A29 B2841 @ B) = XA @ B1), M 
mi (A 一 42)@ Bı = 0. 由 性 质 10.1.1(v) 得 4 一 入 42. O 
定理 10.1.3 ”A@ B 是 非 零 的 正规 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 和 B 均 为 非 零 正 
规矩 阵 . 


证 明 “充分 性 ， 由 4 和 万 均 为 正规 阵 知 44* = A*A, BB* = B* B, 于 是 
(A@ BXXA@ B)* = (A@ B5'(A* @ B*) 


= AA*® BB* 
= A*A®@B*B 
= (A*@ B*)(A@ B) 
= (A®B)(A® B), 
WA @ B 是 正规 矩阵 . 青 由 A, B Z 081IA @ B Z 0. 
Ql * * b * * 
0 Go …- * Ü bz ... * 
A=U| ` _. . .lU*B=V| . . . . V*, 
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KPU, Y 为 酉 矩阵, 则 
A@ B = (U @ V)C(U @ V)*, 


其 中 
Q1b1 * ... ... ... * 
0 
C — : Qibm 
`. azb 
` * 
0 0 anbm 


HA @ 克 是 正规 矩阵 知 C 为 正规 矩阵 , 于 是 CC* = C*C, 所 以 C 为 对 角 阵 , 从 
而 4, 如 相似 于 对 角 阵 . EHAS B 关 0 知 4 和 B 均 为 非 零 正规 矩阵 . n 


命题 10.1.4 AQ B 是 Hermite 正 定 阵 , M 
A= e Ao, B= e Bo, 
其 中 e = +1, Ao, Bo 是 Hermite 正 定 阵 . 


证 明 HAS B 是 Hermite 正 定 阵 知 A4 S B 是 可 逆 正 规矩 阵 , 从 而 由 定 
理 10.1.3 和 命题 10.1.1 知 4 和 B 均 为 可 道 正规 算 阵 . 设 


A= Udiag(ai, Gə,: ° ,an)U”, B= Vdiag(b1, b2, terg bm) V”, 
Hai bi #0, i= 1,2, ,n, U,V 是 西 阵 , 则 
A@ B = (U @ V)diag(aibı,:-- ,aibm, a2b1,.** ,anbm)(U @ V)*. (10.1.1) 


HA@ B 是 Hermite 正 定 阵 知 aib; > 0, Vi, j, 从 而 a1b; > 0, Vj, A Eb, ..., 
bm 同 号 . Wai, t, Qn, bi, eta bm 同 号 . 再 由 4 @ B 正 定 及 式 (10.1.1) 知 ， 存 
在 e € {1, 一 1} 使 得 4 = cAo, B = eBo, 其 中 


Ao = Udiag(|ail, laz], ++- ,la,|)U*, Bo = Vdiag(lbi|, |b2l, , |bml)V*. 


定义 10.1.2 BP ER”, 车 PP 中 的 每 行 每 列 只 有 一 个 1, B PPT = In, 
称 忆 为 置换 阵 . 


命题 10.1.5 存在 置换 阵 P 使 得 
AQ In = P(In8 A)PT, YAeC™™m 


Im @ B = P(B 8 Im)PT, YB ECnxn. 
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证 明 “由 Kronecker 积 的 定义 及 数学 归纳 法 易 见 . 口 
性 质 10.1.2 WA 8 Cmxm Ber, MAS 8B 置换 相似 于 B®@ A. 


证 明 ”由 命题 10.1.5 知 存在 置换 阵 P 使 得 


A®B= (AQ In)(Im @ B) 
= P(T, @ A)PTP(B @ L,)PT 
= P(In® A)(B @ Im)PT 
= P(B® A)PT, 


EA @ B 置 换 相似 于 B® A. Ú 


10.2” 和 矩阵 的 Kronecker 积 与 线性 矩阵 方程 的 解 


前 面 已 经 定义 了 矩阵 空间 上 的 拉 直 映射 , 矩阵 的 Kronecker 积 有 下 面 的 
重要 性 质 : 


性 质 10.2.1 WA e Cmxm, B e Cnxp, C e Crx, 则 
Vec(ABC) = (C7 @ A) VecB. 


WBA 记 B = [bi b +- bpl, C = [c1 c2 -+ cg] = [e;;), W 


ABcı A[bi b2 s. bc 
ABc Alb1 b2 …… bple 
Vec( ABC) = . ”| = i > . plez 
ABc Afbı bo ... b;]cç 


A(cubi +-+ cplbp) 
4(clzbl +--+ cp2bp) 


A(cigb1 +-+ Cpqbp) 


cll4 cl4 -:: cpA b: 
cl24 cCA .I: A b 
= | 9 U P ` | = (CT e A) VecB. 
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定理 10.2.1 ” 甜 阵 方程 41XBi + AXB +. + AX B, = C 有 解 的 
充 要 条 件 为 
rank[BT @ A1 + BZ ® Aə +--+ Bi Q An] 
= rank|BT & A; + Bi @ As +--+ BT @ An VecC]. 


证 明 ”由 性 质 10.2.1 知 

矩阵 方程 4A1XBi + AXB. +... + AXB, = CHH 
€ Vec(A1X Bı) + Vec(A2X B2) + : : : + Vec(AnX Bn) = VecC 有 解 
(BT 8 41) + (BZ @ A2) +--+ (BT @ An)]VecX = VecC 有 解 
< rank|BT @ À, + B£ @ A2 +--+ BT @ An] 

=rank[B{ @ Aı + BI @ A2 +--+ BT @ An VecC]. 


¢ 


推论 10.2.1. ERENIEAXB = 刀 有 解 的 充 要 条 件 为 
rank (BT @ A) = rank[BT @ A VecD). 
推论 10.2.2 BT ATX, 则 和 矩阵 方程 4XB = DD 有 唯一 解 
X = Vec™! ( (BT @ A) ` VeeD). 
推论 10.2.3 ”矩阵 方程 4X + X B = D# W J38 35 cftE28 
rank (19 A+ BT 8I) =rank | I@A+BT@I VecD |. 


定理 10.22 WA e Cn, B e Cmxm, 4 的 特征 根 为 Xi A2 y Ans 
B 的 特征 根 为 j1, 42,… y Hm, WA: + uj (Im Q A+ BT O mn) IREI, i = 
1,2,- n, j = 1,2,- | Tn. 


WERA izi,z2,::: ,zn 分 别 为 4 的 特征 根 和 ,和 2,… ,和 An 对 应 的 特征 向 
E, Y1: Y2," ,ym 分 别 为 BT 的 特征 根 j1， 1L2 ,Mm 对 应 的 特征 向 量 ， 则 


ATi = Ài£i i = 1,2,- ` , T, 
BTy; = Hiji, j = 1,2,- | Tn. 
要 证 Xi; + një S A+ BT @7 的 特征 根 , 只 需 证 存在 非 零 向 量 zi; 使 得 
(I @ 4 十 BT @ I) Žij = (NM + Hj)zij. 
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事实 上 , 对 任意 的 ?和 妃 Dzi = yj 8 ti 则 z 关 0 且 


(I@A+BT@I)z; = (I@ Ay @ z) + (BT @ I)(g; @ Zi) 
(y; @ Az;) 十 (BTy; @ z;) 

Ai(y; @ zi) + n; (u; Q zi) 

(À + 47) (Yj Š z). 


HWH H H H 


推论 10.2.4 W.A e C"x" 的 特征 根 为 A, Az …,， An, B E Cmxm 的 特 
征 根 为 p14, jp2,…， Hm, WI O À + BT @7T 可 道 的 充分 必要 条 件 是 


À; + n; z 0, i = 1,2,- sN, j= w , m. 
组 合 推论 10.2.3 和 推论 10.2.4 易 见 : 


定理 10.2.3 ” 若 4 的 任意 两 个 特征 根 的 和 不 是 0, 则 和 矩阵 方程 AX + 
XAT = D 的 解 存在 且 唯 一 . 


10.3” 和 矩阵 的 Hadamard 积 


定义 10.3.1 设 A, B e Cmxn HA = laiz], B= [b:;], Erm x ?2 和 矩阵 


anbi ab2 ::: alnbln 
Q21021 a22022 *** ao2nbon 
Qmibm! Qm2 bm2 Cn bmn 


HEAS BRJHadamard#ii, 记 作 4 o B. 


由 矩阵 的 Hadamard 积 的 定义 显然 有 
AoB=Bo4A, (A4+B)oC=(A00)+(BoO), 
并 且 
4oB=P4@B)Q， (10.3.1) 


其 中 
P = Eii + Ezm+2 +e + Emm? e Rmxm , 


Q = En + Exs+22 +- + Enn € RN, 
特别 地 , Em = n, WQ = PT, E. | 
Ao B= P(A®B)PT. (10.3.2) 
因而 4o B 是 4 @ B 的 主子 阵 . 故 有 下 面 的 命题 . 
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命题 10.3.1 WA, B e Cmxn rank4 = ri, rankB = mr2， 则 rank(4 o 
B) < T1792. 

WA 10.3.2 设 4A,BEeC"xn, A, B > 0, 则 

Àmin (À ° B) 2 Amin (A)Àmin (B). 

证 明 设 4@B=Q | 40B + 
原理 及 定理 10.1.1 知 结论 成 立 . 0 

命题 10.3.3 WA,B eC”, ŻA > 0, B > 0, BJA o B > 0. 

证 明 ”由 推论 10.1.3 及 4 o BSAS B 的 主子 阵 得 证 . O 


命题 10.3.4 WA, B E Cnxn, 


| QT, 其 中 @ 为 置换 阵 , 由 Sturm 分 离 


D = diag(di,d2,.:. ,dn), E = diag(e1,e2,:.. ,en), 
则 (DA)o (BE) = A o (DBE) = (DAE) B. 
证 明 由 矩阵 的 Hadamard 积 的 定义 得 
(DA) o (BE) = D(Ao B)E = (Ao (DB))E = Ac (DBE) = (DAE) o B. 
n 
定义 10.32 nB ERHAN Ju 8 AR- HATH = nln, 
FKH Æ Hadamard RE. 
anser| 1 1 |a 均 为 Hadamard 和 矩阵 . 
—1 —i 1 
命题 10.3.5 HMH ÆHadamardýf $E, MH, @ 玩 是 Hadamard 矩 
阵 . 
证 明 由 Kronecker 积 的 性 质 及 Hadamard 和 矩阵 的 定义 得 
(Hi @ H2)" (H, @ H>) = (HíI ® HZ) (Hi @ H;) 
= (HTH )@( (HZ H3) 
= ml, ® nl, 
一 mn Tmn, 


其 中 mw 和 mn 分 别 是 玉 和 五 ;的 阶 数 . ú 
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命题 10.3.6 ”不 存在 3 阶 Hadamard 和 矩阵 . 
命题 10.3.7 ṢA, B e Cnxn, À > 0, B > 0, 证明: 
(i) (Ao B)! < A`! o B7}; 
(ii) det(A o B) > (det A)(det B). 
证 明 (i) 由 式 (10.3.2) 和 命题 9.1.5 得 
(AoB)| l< P(A@ B)-1PT 


P(A-1@ B-1)pT 
= A-loB-. 


(ü) 对 wm 使 用 数学 归纳 法 . "in = 1 时 , 显然 ; 假设 n = k 时 结论 成 立 ， 当 n = 


天 十 1 时 , $ | 
[82 29712 i] 


Q a 


则 
(det A)(det B) = (det Ai)(det Bi)(a — a7 A7 *a)(b — BT B718). (10.3.3) 
进而 由 人 得 
det(A o B) 
= det(A; o Bi) (ab — (aT o 8T)(A; o Bi) t (a o 8)) 
det(Aı o Bı) (ab — (af o BT)(AT! o Br 1)(e o 8)) 
= det(A; o Bi) (ab — (aT & 8T)PTP(AY1 @ Br 1)PTP(a @ 0)) . 


V 


使 用 PTP = En + Emi2m+2 十 … + Em mE 


det(Ao B)> det(A: o B1) (ab — (aT @ 8T)(Ay1 ® Br 1)(e @ 8)) 
= det(A; o Bı) (ab — (aT A7 *a)(8T BT +8)) . 


由 式 (10.3.3) 和 归纳 假设 , 只 需 证 

2(aT 4j la)(67 BT16) <a8TB 18 + ba? A7 'a, 
亦 只 需 证 2 < TAT u A ri R BiEoT Arlo < aR8TBr18 < b. 事 
实 上 , 这 由 4 > 0 及 B > 0 容易 推出 .0 
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习 是 


. 若 4， 万 为 实 对 称 阵 , WA S B 也 为 实 对 称 阵 . 

. 车 A，B 为 Hermite 阵 , WA @ BB 为 Hermite 阵 . 

. RAMB HASE, 则 4 @ BIRER. 

. WH: A，B 为 对 角 阵 的 充 要 条 件 是 0 Z 4 @ B 为 对 角 阵 . 

. WH: A4，B 为 上 三 角 阵 的 充 要 条 件 是 0 Z A @ B 为 上 三 角 阵 . 

. WA e Cn, Be C, 则 (4 @ B)t = At @ B+. 

. BA e Cmxn, B e CPi, kk 是正 整数 , 证 明 : (AB)É] = Alt] pik, 其 中 


A = A@ A... @ A. 
— —— 
k 


(提示 : 对 k 应 用 数学 归纳 法 .) 


. WX E€ R2>2, 


1 —1 1 0 -1 0 1 -1 
4=-| 1, 1 |. 3=|3 1 a 2=| 9 0 | 


判断 矩阵 方程 4AXB = DEDA? 


. 证 明 : 矩阵 方程 A4XB = 也 有 唯一 解 的 充 要 条 件 为 


rank (BT @ A) = rank[B7@ A VecD] = BT Q A 的 列 数 . 


1 1 3 -2 -2 4 
4=| 1 | ,B=| 1 0 | =-|33| 
证 明 : 矩阵 方程 4X — XB = DEE, 并 求 它 的 解 . 
设 


设 


1 2 1 
a=[i 1] =o 2 |, oef} 5 1], 
0 0 1 


证 明 : 和 矩阵 方程 X — AXB = D 有 唯一 解 , 并 求 它 的 解 . 

RA, D e Cn"xn p(4) < 1, 则 矩阵 方程 XX — AXA* = DA E— MEX = 
$S Ai D(A. 

i=0 
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13. 证 明 : 矩阵 方程 组 


A1X1B1 十 42X2P2 十 … 
CiX:Díi +C2X2D2 +- 


有 解 的 充 要 条 件 为 


B3 @ A2 
D 8 C2 
B} @ À> 
DT @ C> 


BI @ An 
DI @ Cn 

BT ® An VecC 
DT @ Cn VecE | 


14. 设 X € C™, Y € C", ||X |o = IY l2 = 1, RIX @ Y |l. 
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一 个 线性 矩阵 不 等 式 就 是 具有 形式 
F(x) := Fo + ziF) +: + 22 aE < 0 (11.0.1) 
的 一 个 表达 式 , 其 中 z1,…… ,zm 是 实 变量 ( 称 为 线性 甜 阵 不 等 式 (11.0.1) 的 决 
策 变量 ), F, = F£ e R”? i= 0,1,.… ,m 是 一 组 给 定 的 实 对 称 和 矩阵 , 小 于 
号 <<" 指 的 是 矩阵 严 (z) 是 负 定 的 ， 即 对 所 有 非 零 的 向 量 e R%#oT FP (z)u < 
0. 称 
T= [z1 ... Zm]. e R” 
为 决策 向 量 ( 即 由 决策 变量 构成 的 向 量 ). 
在 许多 系统 与 控制 问题 中 , 决策 变量 是 以 矩阵 的 形式 出 现 的 .， 例 
如 Lyapunov 和 矩阵 不 等 式 : 
ATX+ XA+Q <0, (11.0.2) 


其 中 4,Q € 下"x" 是 给 定 的 常数 矩阵 ， 且 @ 是 对 称 的 , X < RENK 
A MDERE EE, BE, Ez,… ,有 机 是 所 有 实 n 阶 对 称 矩 阵 空 间 的 基 , 则 存 


Ez, YY2) ,Tm 使 得 
m 
X = 》 zE; 
i=1 


因此 Lyapunov 和 矩阵 不 等 式 (11.0.2) 可 写成 线性 矩阵 不 等 式 的 形式 
Q +zı(AT E, + EB, A) +: + za (AT Em + EmA) < 0. 
XPT25S2EBUSEXHEOBEBEF FA... Ez, 容易 证 明 集合 
(z: F(x) < 0) 

是 一 个 凸 集 . 因此 形 如 线性 矩阵 不 等 式 的 约束 条 件 是 对 变量 的 一 个 凸 约束 . 
这 一 性 质 使 得 可 以 应 用 解决 凸 优化 问题 的 有 效 方法 来 求解 线性 矩阵 不 等 式 ， 
例如 : 椭圆 方法 , 内 点 方法 等 . 值得 提 到 的 是 : 越 来 越 多 的 系统 与 控制 中 的 问 
题 的 求解 被 转化 为 求解 线性 矩阵 不 等 式 , 并 且 可 以 使 用 MATLAB 的 LMI 工 具 
箱 来 求解 线性 矩阵 不 等 式 . 

本 章 介绍 一 些 重要 的 线性 矩阵 不 等 式 . 


第 11 章 线性 矩阵 不 等 式 i 135 


11.1 Schur 补 引 理 及 其 应 用 


Schur 补 引 理 在 使 用 线性 矩阵 不 等 式 方法 处 理 许多 问题 中 都 有 应 用 , 本 
节 介 绍 Schur 补 引 理 以 及 几 个 应 用 的 例子 . 


引 理 11.1.1 (Schur 补 引 理 ) ”对 给 定 的 实 对 称 和 矩阵 5 = | h: N | 
其 中 Su 是 方 阵 , 则 以 下 三 个 命题 是 等 价 的 : a oa 
G) S <0; 

(ü) S11 < 0, S2 — SRS S12 < 0; 

(iii) S22 < 0, Su — SS; SP < 0. 


证 明 ()e(i) 应 用 块 矩 阵 的 初等 运算 , 可 以 得 到 
了 0 S11 S12 I 0 T 
-SS I] | SE Sz || -sbsm I 
- [T sa-shsmsa| 
_ 0 So — SUS, Su | 
因此 ç 
Ap a 110 
(让 成 立马 | 0 So SS-is | < 
© (u). 


(i)e@ (ü) 类 似 于 (i) 仓 (让 的 证 明 . D 


定理 11.1.1 令 
N H 
N= ， 
y Z 


APX, Y, P 和 2 是 具有 适当 维 数 的 矩阵 , 矩阵 2 可 道 且 N + NT < 0, 则 


0 


P+PT- XZY —YTZ-TXT <0. (11.1.1) 
证 明 ”由 Schur 补 引 理 及 N + NT < 0 得 到 Z + ZT < 0 且 
P+PT—(X+Y)(Z+27) 1:(Y + X?) < 0, 
即 


er KTERE GAIEN 
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既然 式 (11.1.1) 能 被 写 做 
XT] To0 2-1] [xT 
eer WT pe aE 

(Z+ ZT)! (Z+ ZT)! — 72-1 
(Z+ ZT) -ZT (Z + Z7) 
事实 上 , 由 Schur 补 引 理 及 Z + ZT < 0, 只 需 证 

(Z+ ZT- (Z+ Zf) 1 — ZZ + ZDZ + ZT)-1 — ZT] < 0. 
通过 直接 计算 知 上 式 成 立 . 吕 

定理 11.1.2 “” 设 4 是 实 方 阵 , 人 是 实 对 称 阵 , 则 存在 矩阵 已 > 0 使 得 


只 需 证 


<0. 


ATPA- P+T <0 
的 充 要 条 件 是 存在 矩阵 X > 0 使 得 
-X AX 
<0 
| XAT -X+XTX | 
证 明 ”由 引 理 11.1.1 知 , 存在 矩阵 已 > 0 使 得 47PA - P+ T < 0 的 充 要 
条 件 是 pa À 
| Ar | < 0. (11.1.2) 


对 上 式 左边 的 矩阵 分 别 左 乘 和 右 乘 拭 阵 | a | 


—P-! AP-! 
PAT -P+ PrP | < Ü. 


取 X = P-1, E. 


定理 11.1.3 ” 设 和 和 Y 是 n 阶 实 对 称 正 定 和 矩阵 , wx 是 正 整数 , 则 下 面 表述 
等 价 : 


(i) TEREX, Yz < 到 "和 对 称 正定 矩阵 Xs, Ya € 及 wx 满足 


X X 
> 0， (11.1.3) 
X? Xs 


-1 
X X Y Y. 

“| = 21. (11.1.4) 
XI Xs Y7 Y 
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X I X I 
(ii) > 0, rank < n + nk. 
I Y I Y 


证 明 (i= (ü) 由 式 (11.1.3) 及 式 (11.1.4) 得 


<| 1 2 X X,]|I1 Y ]_[X I 
` Y Y| X X |J|0 yy] | I YJ] 


Ë: *|=-|。 r] 7 pilya z| (11.1.5) 


| 


rank | xX 1 | = n+rank(X — Y -1) 


n +rank(XY — I) 
n + rank(X>Y ) < n + nk. 


W 


(ü)=(i) H(ü) &3K(11.15)88X — Y7! > 0,rank(X — Y -1) < nk. 因此 ， 
AFE HE] X, € R” 49 


0< X -Y-= XX7, (11.1.6) 


于 是 X -XX7 > 0. 由 引 理 11.1.1 可 得 


X X2 
| F >o 


另 一 方面 , 由 式 (11.1.6) 得 


X Xz ` Y -Y X2 
X I| “|-xZy XIYX% +I |’ 


WHY Xs = I, Y; = XTY X; +I, Yo = 一 YX2 即 可 .， D 


11.2 ”Projection 引 理 及 其 应 用 


本 节 首 先 介 绍 Projection 引 理 , 并 由 此 给 出 Fisher 引 理 和 Elimination 引 
H. 这 些 引 理 可 用 来 减少 线性 矩阵 不 等 式 中 的 决策 变量 个 数 , 从 而 降低 计算 
的 复杂 性 . 
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引 理 11.2.1 设 Z 是 一 个 实 对称 和 矩阵 , 是 有 形式 
Za Zo Ži 
Z= | ZU Zoo Zo |， 
Zt, Zi Z33 


则 存在 矩阵 久 使 得 
Z11 Z12 Z13 
2 Zo Zaa +X | <0 (11.2.1) 
ZI Zi+XT Zg 

的 充 要 条 件 是 
Zu Z Zı Z 
uo “2 jco] M 5 <o. (11.2.2) 
ZT, Zo Zf, Za | 


进而 , 如 果 式 (11.2.2) 成 立 , 则 使 得 不 等 式 (11.2.1) 成 立 的 一 个 矩阵 了 可 取 为 
X = Z% Zi! Zis — Zos- 
证 明 ”必要 性 显然 , 下 证 充分 性 . 
由 式 (11.2.2) 得 Z11 < 0, Z2 — ZBZ0 Z < 0BZss — ZnZrlZis < 0. 
X = ZZ Z — Zz, 
则 


Za Zs+X] [ZL ] + 
| a xz Z33 | 2 Zi | Z2 Z] 


_ | Z22 一 ZZ Zu 0 | 0 
0 Zss — ZE Zi Zi 


这 和 Schur 补 引 理 一 起 推出 式 (11.2.1) 成 立 . D 
对 于 实 和 矩阵 M, 符号 Nm 表示 由 N(M) 的 任意 一 组 基 作 为 列 排 成 的 矩阵 . 


定理 11.2.1 (Projection 引 理 ) ”(19 设 P, Q 和 万 是 给 定 的 有 适当 维 数 的 
S EBE, 且 瑟 是 对 称 的, P, @ 均 非 列 满 秩 , 则 存在 矩阵 环 使 得 


(11.2.3) 


H+PTxXTIQ+QIXP <0 (11.2.4) 


的 充 要 条 件 是 
NEHNp < 0,NÇ HNq < 0. (11.2.5) 
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证 明 ”必要 性 ， 由 和 矩阵 Np 和 No 的 定义 得 PNp = 0,QNq = 0. 对 
式 (11.2.4) 两 端 左 乘 和 矩阵 NZ5、 右 乘 矩 阵 Np 得 NEHNp < 0. 同 理 NG6HNo < 
0. 

充分 性 . V E HN (P) nN(Q) 的 任意 一 组 基 作 为 列 所 排 成 的 矩阵 , 则 
存在 列 满 秩 和 矩阵 全 和合 使 得 


R([W W ])=NM(P), R([W Vs ])=N(Q) 


并 且 [ V W Vs ] 的 各 列 构 成 NV(P)+N(Q@) 的 一 组 基 . 因此 , 存在 矩阵 公使 
得 了 = [页 V Vs Wa] 可 逆 , 故 矩阵 不 等 式 (11.2.4) 成 立 的 充 要 条 件 是 


VTHV +VTPTXTQV +VTQTXPV <0. (11.2.6) 
根据 矩阵 V 的 构造 有 
PV=|0 0 P PB],QV=[0 Q 0 Q]. 
设 
Hı He Hs Huu 
yTHVY = Hi Ha H> Həz | 
His H33 H33 Hsa 
Hi HI Hi Hu 
PI XTQ; =Y, ij=1,2, (11.2.7) 
则 和 矩阵 不 等 式 (11.2.6) 变 成 
Hii Hi2 Hız Hı, 
T ` T T 
Hi H22 Hz + Yi H>, + Ya 
T T <0. (11.2.8) 
His Hz +Y H33 H34 + Yi? 


Hi Hi+Y HI+YE Hu+Yn +Y% 


注意 到 N (| P, P, ]) = 0 有 N ([ Qi Q2 ]) = 0, 对 任意 给 定 的 矩阵 六)， 
i,j = 1,2, 存在 矩阵 XX 使 得 式 (11.2.7) 成 立 ， 故 只 需 证 存在 矩阵 Yi;, ij = 
1, 2 使 得 式 (11.2.8) 成 立 ， 由 Schur 补 引 理 得 式 (11.2.8) 成 立 的 充 要 条 件 是 以 下 
的 两 个 矩阵 不 等 式 成 立 : 


Hii Hız Hı3 
H := | HF Həz H> +Y | <0, (11.2.9) 
Hi H +Y H33 


T 
Hia Ha 


Ha +Y +Y- | Ha +YZ | H | Ha +Y | <0. (11.2.10) 
H34 + Yı2 H34 + Y12 
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如 果 能 选取 一 个 适当 的 玖 1 使 得 不 等 式 (11.2.9) 成 立 ， 则 总 可 以 选取 适当 
得 不 等 式 (11.2.8) 成 立 的 充 要 条 件 是 存在 箔 阵 六 1 使 得 式 (11.2.9) 成 立 . 
另 一 方面 , 由 


I O I 0 
0 I 0 0 
N(PV)= R 0 0 ,N(QV) =R 0 了 
0 0 0 0 
及 式 (11.2.5) 推 出 
Hii Hio Hı His 
< 0, < 0 
p: ne | P: | 


应 用 引 理 11.2.1, 存在 矩阵 Yi1 使 得 瑟 < 0, 即 式 (11.2.9) 成 立 , 进而 存在 和 矩 
阵 关 使 得 不 等 式 (11.2.4) 成 立 . D 


定理 11.2.2 (Fisher 引 理 ) [16, Lemma 3] 设 L7 = L e Rnxn. B e Rmxn. 
rankB < n, Ns 同 前 面 定义 , 则 下 列表 述 等 价 ; 


(i) pT Lp < 0, VO Æ p € N(B); 
Gi) (Ng)TLNpg < 0; 
(Gii) 存在 ! > 0 使 得 L -1B7B < 0; 
(iv) FEX e Rnxm4ËG0RL + XB + BT XT < 0. 
证 明 (i= (ü). 设 B 的 奇异 值 分 解 为 
B=U | 0 0 | V. (11.2.11) 
其 中 U 和 V 为 正 交 阵 , 3 为 r x 7 的 正定 对 角 阵 , 于 是 
N(B) = (的 eRT}, 


从 而 
0 
Ng = VT | " | | (11.2.12) 


其 中 Bi E R(n—r)x(n—r) T]. 设 


L=VT | m: s: | V, (11.2.13) 
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NHG < 0, 故 


(Ng)TLNg = [ 0 pr]|vvr| 你 Lao 


0 
vv = BT LəBı < 0, 
12 | |B, | 12271 


即 ( 膏 成立. 
(ü)=(üi). 设 B, NB 及 工分 别 有 形 式 (11.2.11), (11.2.12) 及 (11.2.13), 则 


2 
5 | , 


Lh La 
NELNB = BT Los B... 
H (iiA Lo < 0, 故 存在 ! > 0 使 得 L — IBT B < 0 的 充 要 条 件 是 存在 ! > 0 使 得 
Lu — I£? — Li2 Ly Lia < 0. 


取 ! 充 分 大 即 可 . 
(üi)=>(iv) RX = -$ BT EITT. 
(iv) 僵 ( 显然 . 0 


注 记 11.2.1 ”定理 11.2.2 中 (iv) 与 ( 训 的 等 价 性 可 看 做 是 定理 11.2.1 的 特 
殊 情况 . 


引 理 11.2.2 ” 设 P 为 n 阶 实 对 称 和 矩阵 , U 是 R" 的 k 维 非 零 子 空间 . 如 果 
zi Pz <0, Vz € UN {0}, 
则 忆 至 少 有 K 个 负 特 征 值 


证 明 ” 设 P 有 t 个 负 特 征 值 , 则 存在 可 逆 阵 C 使 得 


P = CTdiag(—LTL,, I,,0)C. 


"ze ael) 


则 dimY = z —t, 3Ë Bf Py > 0, Yy € V. 这 和 已 知 一 起 推出 UNY = {0}, 于 
是 dimU + dim V = dim(U + V) < n, 从 而 k = dim U gt 所 以 P 至 少 有 k 个 
负 特 征 值 . O 


下 面 的 引 理 可 类 似 于 引 理 11.2.2 证 得 ( 留 给 读者 ). 


> 
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引 理 11.2.3 ” 设 P 为 n 阶 实 对称 可 逆 阵 , U 是 R"* 的 k 维 非 零 子 空间 . 如 果 
zT Pz < 0, Vz € U, 
则 忆 至 少 有 KK 个 负 特 征 值 . 


定理 11.2.3 (Elimination 引 理 ) W 


P= Q 5 P= ç S ü 
ST R ST R 


HFR > 0, Q < 0 且 Q@ 和 @ 的 阶 数 相同 , 则 存在 矩阵 和 满足 


I I 
P <0 (11.2.14) 
exaro. A 
的 充 要 条 件 是 J 
I I 
JA p|} me (11.2.15) 
T T T 
NT | -0 | 已- | -C | Na > 0. (11.2.16) 
I I 
证 明 ”不 妨 设 R > 0( 和 否则 , MR +e RERIT, 其 中 e 为 可 任意 小 的 正 
数 ). 
通过 直接 计算 得 到 


T 
I P I 
ATXB+C ATXB+C 


T 
= d P| & | +(4TXB (ST + RO) 
+(ST + RC) (ATX B) + (AT XB)" R(AT XB). 
根据 Schur 补 引 理 , 式 (11.2.14) 等 价 于 
I 1! I TAT 
[g "|el ° Luz ]x15 o] 
0 —R-1 
十 [5 [LAS + ac) A]<0. 
(11.2.17) 
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使 用 Projection 引 理 , 存在 矩阵 X 满 足 式 (11.2.14) 的 充 要 条 件 是 式 (11.2.15) 和 
下 面 的 不 等 式 同时 成 立 : 


[er RC) MAI [el rie Ë | [er RO) N. < 0. 
(11.2.18) 


因而 只 需 证 (11.2.16) 仿 (11.2.18)， 事 实 上 , 由 P 的 形式 , 不 等 式 (11.2.18) 能 够 


Q—SR-1ST (SR-L+CT)Na 
NI(R-IST+OC) —NIR-1NA 
由 已 知 及 引 理 11.2.3 得 P 的 负 特 征 值 个 数 为 @ 的 阶 数 、 正 特征 值 个 数 为 R 的 


阶 数 , 于 是 @ - SR-1ST < 0, 这 和 Schur 补 引 理 一 起 推出 式 (11.2.18) 成 立 的 
充 要 条 件 是 


T 
[7] efs m 
= NI[R-1+(R-lST+C)Q- SRST) (SR +CT) Na > 0 
等 价 于 


NTR-1lNA NI(R-1ST + O) 0 
(SR-1+OT)NA SR-1ST-Q ; 
BH(11.2.16)<>(11.2.18). O 


由 定理 11.2.3 的 证 明 易 得 下 面 的 推论 : 


推论 11.2.1 设 
ST R 
EFR > 0, Q- SR 1ST < 0, 则 存在 矩阵 和 满足 
I i I 
P < 0 (11.2.19) 
| ATXB+C | | ATXB+C | 
的 充 要 条 件 是 y 
JA e|; |< (11.2.20) 
C C 


T 
一 CT 一 CT 
NĪ | | P~! | Na > 0. (11.2.21) 
I 
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11.3 Dualization5| 


定理 11.3.1 (Dualization 引 理 ) ” 设 P 是 n 阶 实 对 称 可 逆 阵 , 了 "的 两 个 子 
空间 U 和 VY 满 足 W @ y = R”, 则 


zTPz <0,vreuU\{0} B. z! Pz > 0,Vz € V 
的 充 要 条 件 是 
zT Pte > 0,Vz € U+ \ {0} H ziP lz &0,vr € V+. 


证 明 ”因为 UY eV = R 5Ut @ Vi = 了 "等 价 , 只 需 证 必要 性 . 

Wdimu/ = k, dim V = 1, 则 由 已 知 条 件 和 引 理 11.2.2 和 11.2.3 知 P 恰 好 
有 有 个 负 特 征 值 、! 个 正 特征 值 . 

首先 证 明 : zT Ple > 0,Yz e Ut\{0}. 反 证 法 . 如 果 存 在 y e UL\{0} 使 
yT Py < 0. 令 z= P-1y. #z € u, WyTz = 0, 于 是 zz Pz = 0, 与 已 知 矛 
E, 故 z gu. 因而 线性 空间 ULe := span{z} 十 2 的 维 数 为 & 十 1. 任 取 w € Ue, 
则 存在 z c UMk € 展 使 得 w = z + kz, 于 是 

wT Pw = (z+ kz)T P(z + kz) = k2yT Ply + kufr + kzTy + zT Pz 
= k2⁄TP-ly+ zTP<zx < 0. 

使 用 引 理 11.2.3 推 出 P 至 少 有 k 十 1 个 负 特 征 值 , 这 和 PP 恰好 有 k 个 负 特 征 值 子 
盾 . 

下 面 证 明 : zf P-1lzrz > 0,Yz € Vt. 事实 上 , 对 于 任意 小 的 e > 0, 由 已 知 


条 件 知 
zi (P+el)z > 0,Vz € VM0). 


类 似 于 前 面 的 证 明 得 到 
zT(P+el)-lz < 0,Vz € VHO}, 


于 是 
zT Ptg = lim z” (P +el) ls <0, Yz € VI. 
E 
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本 节 介 绍 几 个 含 线性 参数 的 线性 矩阵 不 等 式 , 它们 的 共同 特点 是 参数 在 
给 定 的 紧 集中 变化 . 这 些 不 等 式 可 应 用 于 线性 参数 变化 系统 的 鲁 棱 控制 问 
题 . 
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引 理 11.4.1 07 RA, B 为 有 合适 维 数 的 实 矩 阵 ， 4 = AT, 再 是 包含 一 
些 实 对 称 和 矩阵 的 紧 集 , 则 下 列 命 题 等 价 : 


(ü) A< BXBT, VX € H; 
(ú) 存在 实 对 称 阵 Y 使 得 4 < BYBT,Y < X, VX € H. 
证 明 ()>(). 显然 , 下 面 证 明 (i) 坟 (让. 设 B 有 等 价 分 解 


I 0 
B=u | 9] 


其 中 MI, N 为 可 道 阵 , > = rankB. 记 


411 A 2 | T _1 |Z X11 X12 | -T 
MT, X=N NTT, 
=m | 2 XL X> 


则 名 等 价 于 
Ag < 0，411 — A1243 Al < X11, VX EH. (11.4.1) 
J$ Xu Bñ pk F X80838 X: = f(X), 并 定义 集合 
H = (f(X) : z € H}, 
HHE Z $E SLR eE. 令 
Ai = min [Amin (Z), À2 = Mmax(A11 — Ai2A52 Alo), 
ZeH 
则 由 式 (11.4.1) 易 见 Xa < à 取 充 分 小 的 (满足 0 < z < À 一 Xa), 并 设 


411 一 AA; Al, +el 0 


Y=N` 1 
0 一 二 


N 
则 由 Schur 补 引 理 易 见 
A< BYBT, Y < X, VX € H, 
即 ( 这 成 立 . D 
引 理 11.4.2 WQ e Rnxn F e Rnxp, QT = Q, HÆ SEp x 2 对 称 和 矩阵 
空间 中 的 紧 子 集 . 车 对 于 所 有 的 及 e HEJS HF #08 
ETQE <0, VO Z E e N(HF), 


则 存在 正 数 工 使 得 
QO<IFTHTHF, VH e H. 
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证 明 ” 设 F 的 等 价 分 解 为 F = Udiag(1,0)V, 于 是 HF = [Hf 0]V. H 
己 知 条 件 知 身 z 0, 从 而 可 设 


HF =U; É J W, 


其 中 号 是 正 交 阵 , Vi 是 可 逆 阵 , q > 0 (注意 : U,, Vi, gq 依赖 于 五 ). 对 应 地 , 设 


Q = v£ Ë: 2 Vi, Q, € Rexa， 
则 由 已 知 条件 知 Qs < 0, 并 由 矩阵 的 合同 知 , 只 需 证 明 : 存在 正 数 T 使 得 

Qi — Q2Q3 Q3 -TĘ < 0. 
设 ||.|| 是 矩阵 范 数 , 由 上 面 变换 过 程 知 , 范 数 ||Q1 一 RR RIIETE PRT 
素 是 连续 函数 .又 由 班 是 紧 集 知 葬 是 有 界 闭 集 , NIQ 一 Q2Q31QT 在 下 上 有 
最 大 值 /wmax. 所 以 矩阵 的 谱 半径 满足 

p(Qi — Q2Q3 QF) < pmax, 
这 样 选取 T > pmax 即 可 . O 

定理 11.4.1 17 设 Q e Rnxn., p e Rnxp, Q = QT, HH 是 实 p x pHi 

阵 空 间 中 的 紧 子 集 . 则 下 列 命题 等 价 : 


(i) 对 于 所 有 的 瑟 € ES 


ETQE < 0, YO Z £ e N(HP). 


(i 存在 实 对 称 阵 Z 使 得 
Q+FTZF <0, NĘZNqą > 0, VH € B. 


证 明 Os). # fH € 五 使 得 HF = 0, HIV(HF) = R°, 从 
而 & < 0, WZ = 0W8 E (ü). 
AHF = 0, VH € H, 由 引 理 11.4.2 知 存在 To > 0 使 得 
Mmin(F HT HF) > Io, VH € H, 


从 而 . 
Q <TFTHTHF, VH e€ W. 


$H: = (PHTH : H e H), 则 由 H 是 紧 集 知 HU 是 紧 集 . 故 上 式 等 价 于 
Q < FT SF, VS € Hi. 


第 11 章 线性 矩阵 不 等 式 147 


应 用 引 理 11.4.1, 存在 实 对称 阵 Z 使 得 
Q+FTZF <0, -Z < HTH, VH € R, 
JAG) BR sr. 


(ü>). HÆH < E, 任 取 0 Z £ e N(HP), WFE € M(H), 于 是 存 


ETQE < —ETFTZFE = — NẸZ Ngn < 0. 


命题 11.4.1 HS] 考虑 一 个 标量 二 次 函数 

2 q 
FCS, ,0g) = oo + Y `ó; + Y ` 6; 6.6; + Y ` 62, 
i=1 


i<j i=1 

ESOL AHI, 即 
82 . 
Yi :一 agt” 0, ¿=1,2,: ‚q, 
WFO < 0 在 超 长 方 体 
H: = {(6 , ôq) : ó; € ORAR = 1,2, -+> ,9} 
中 任 一 点 成 立 的 充 要 条 件 是 帮 .) < 0 在 五 的 顶点 集 Y 上 成 立 . 
证 明 ”必要 性 显然 , 下 证 充分 性 . 
Ro = (5 ,) 是 f() 在 上 的 一 个 全 局 最 大 值 点 , 考虑 函数 
9(6i) = f(ór, 0 
注意 到 g(6;) 有 形式 
g(ó;) = a + bó; + 02, 
由 8) 的 多 凸 性 推出 9(5) 是 一 个 凸 函数 ， 根 据 凸 函数 的 性 质 gE K 
Jl; 本 上 的 最 大 值 必 在 区 间 端 点 和 而 中 的 一 个 达到 ,从 而 
g(6}) < max{g(6:), 9(6:)}. 
另 一 方面 , 由 于 6* 是 了 (-) 的 一 个 全 局 最 大 值 点 , 故 
max{g(6i), g(6;)) < f(ó*) = 9(ó?). 
组 合 这 两 个 不 等 式 得 到 
g(ó;) = max{g(6:), 9(6:)}. 

重复 这 样 的 讨论 , 可 得 fA(-) 可 以 在 五 的 顶点 集 V 上 达到 最 大 值 . 从 而 结论 得 证 ， 
ü 


148 系统 与 控制 中 的 矩阵 理论 


推论 11.4.1 B9] 设 a,b e RW Ea <b, Xi, XX2 和 Y 是 给 定 的 n 阶 实 对 称 
和 矩阵, 则 
(f —a)Xı + (b — f)X2 + Y < 0, Vf € [a,b] 


的 充 要 条 件 是 
(b—a)Xi+ Y <0, (b—a)Xs +Y <0. 


i {Rz c R", 由 命题 11.4.1 知 


27[( 一 aoX + 一 门 X + Y]z < 0 
< xT[(b —a)Xi + Y]z < 0 H zT|(f — a)X> + Y]z < 0, 


从 而 结论 成 立 . o 


11.5 重 棱 控制 中 的 几 个 基础 不 等 式 
本 节 介 绍 鲁 棒 控制 中 的 几 个 基本 的 线性 窍 阵 不 等 式 , 尽管 这 些 不 等 式 不 
E RAID 但 鲁 棒 控制 中 的 几 个 重要 不 等 式 是 由 这 些 不 等 式 推 
首先 给 出 下 面 的 定理 , 证 明 见 附录 F. 
定理 11.5.1 8X, 了 和 2 均 为 mn 阶 实 对 称 阵 , T > 0, 
P(A) = AXX +AY + Z,VÀ € R. 
F Amax(@(A)) > 0, VA € [0, T], 则 存在 连续 函数 7 : [0, T] > R" 使 得 
G) 7 NEA)nN) > 0, VA e [0,T]; 
(ii) 更 (0)7(0) = Amax(®(0))n(0), *(T')m(T') = Amax(®(T))n(T). 
定理 1152 WuanBrsE AH! X, YAlZW E X > 0, # 
(i) ó(z) : = (zT Y z)? — A(zT Xz)(zT Zx) > 0,V0 Z z € R"; 


(ü) zTYz <0, Vz € S, 其 中 S$ = (z € R"|z Z 0,zT Zz > 0}, 


则 存在 和 > 0 使 得 更 (A) := X2X + AY +Z < 0. 
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证 明 PEX = ln. 
(a) 当 Z < 0 时 , 不 妨 设 


Z = diag(Z1,0), Zı < 0. 


H (ü) 
Y=] yt yl Yz < 0 
于 是 再 (入 ) 合 同 于 
| XI + AY, + Z: + AYə(M + Yz) YT 0 | 
0 A27 十 入 五 | 
故 当 和 充分 小 时 结论 成 立 . 


(b) 4Z < 0 时 , 则 Amax(2) > 0. 若 结论 不 成 立 , 则 Amax( 理 (入 ) > 0,VAÀ > 
0. 既然 当 和 充分 大 时 亚 (A) > 0, 使 用 定理 11.5.1 知 存在 连续 函数 7 : [0, +oo) 一 
及 "满足 
7 NNN = 1 B nY(A)@(A)n(A) > 0,VA > 0, 


于 是 

A? +AT (AYNCA) + m! (A)Zn(À) > 0,VAÀ > 0, 
即 

(À — pi (AJNA — p2(N)) > 0,VAÀ > 0, (11.5.1) 

其 中 

na) = AYA- VANAD > 0 

9 了 = » 
人 
m) = OO + Ven) vVA> 0 


p (À) < p2(A), VÀ È 0. 
由 式 (11.5.1) 推 出 和 > pə (À) > pi1( 和 ) 或 A < pl(A) < pə2 (À), VÀ > 0. 
若 存在 Xo 使 得 
ào > p2(Ào) > pi (Ào), 
则 由 和 一 pz(A) 的 连续 性 及 式 (11.5.1) 推 出 
入 > p2 (À), VÀ > 0, 
于 是 
=n” (0)Y'n(0) + /ó(n(0)) <0 
——— <0. 


tkn? (0)Yn(0) > 0 B7T(0)Z7n(0) > 0, 15(ü)3F 8. 
FA < P(A), YA > 0, WA < ZE OYNA) — 
综 上 所 述 结 论 成 立 . D 


AMAD v) > 0, 矛盾 
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引 理 11.5.1 ” 设 正 整数 mn 和 非 负 整数 p, g 满 足 p 十 gq < n, 


-人 ... s] er: Del Sa? > ;3 ah, 
则 5 为 闭 集 . 
证 明 ” 任 取 S 中 的 收敛 子 列 
jz® a ... oO] ,i 12 
设 其 在 R" 中 的 极限 为 [信人 2 +. 2a]. S 


y® = 1— (zD) -o (H), 


.2 = (zP)? +e (z9)? 一 (z) )2 一 .一 (z) )2， 
则 yG) = 0,zG) > 0,1 二 1,2,.…, 于 是 
1-1... — 82 = lim g — 0, 
2 一 CO 
22, .... 122 22 _... 2 一 1]i G) > 


从 而 [让 总 o 2a] < 5, 故 5 是 闭 集 . D 

推论 11.5.1 ” 设 M 为 n 阶 实 对称 阵 , S = (z e Rn|zT Mx > 0,zTz = 1), 
则 5 是 闭 集 . 

定理 11.5.3 ” 设 " 阶 实 对 称 阵 X, 了 Y 和 2 满足 X > 0, # 
(i) ziTYz < 0,Vrz € S, 其 中 5 = {x € R”|z Z 0,zT Zz > 0); 
(ü) (z): = (zTYx)2— A(zT Xz)(zT Zr) > 0,V0 Z z € R”, 
则 存在 和 > 0 使 得 

(A): =A X +Y + Z < 0. (11.5.2) 

证 明 Z < 0, 即 Nmax(2) < 0, 此 时 容易 证 明 总 能 找到 适当 的 入 > 

0( 充 分 小 ) 使 得 式 (11.5.2) 成 立 . 


以 下 考虑 Amax(2G) > 0 的 情形 , 往 证 ， 存在 一 个 常数 e > 0 使 得 对 称 矩 
EX := X + el, 了 和 2 满足 定理 11.5.2 的 所 有 条 件 . 事实 上 , 由 条 件 (让) 可 得 


u = min(ó(z) : ||z||ə = 1,2" Zz > 0) > 0, (11.5.3) 
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选取 e > 0 使 得 
4Mmax(Z)E < n. (11.5.4) 


考虑 
S(x) = (TY x)? — A(zT Xz)(zT Zz), (11.5.5) 


HFX > 0, £ > 0, W 
X=X+el>0. 


因此 , 对 所 有 使 得 z7Zz < 0 的 非 零 向 量 z € R", 6(x) > 0， 另 一 方面 , 从 
式 (11.5.3) 至 式 (11.5.5), 可 知 对 使 得 zz Ze > 0 的 所 有 单位 向 量 z， 


6(z) = ó(z)— 4zzTZz > 6(7) — 4eMmax(Z) 2 (u — 4£Xaax(Z)) > 0, 
由 此 推出 定理 11.5.2 的 条 件 满足 , 故 根据 定理 11.5.2 存 在 常数 和 > 0 使 得 
A(X +eI)+AY +Z <0, 


从 而 
XX + AY + Z < -<eXT< 0. 


引 理 11.5.2 ” 设 Y 和 2 均 为 n 阶 实 对 称 阵 , Z < 0, 
So = (£ € R"|éT ZE 一 0,£ = 0}, 
METYE < 0, VE e 50 的 充 要 条 件 是 存在 和 > 0 使 得 XY + Z < 0. 


证 明 ”充分 性 显然 , 下 证 必要 性 . 
车 Z < 0, 则 取 和 为 充分 小 的 正 数 即 可 . EZ Z 0, 则 由 2 < 0 不 妨 设 
Z= diag(Z1, 0), 
REZ < 0, Z, eR, 于 是 So = [0 7:02 me R=}, MATT 


_ | Yu z 
r=-| y ya Ya <o, 
WAY + Z 合 同 于 


A(Yi1— YY YB)+A 0 
0 AY22 | 


故 存在 Xo > 0( 充 分 小 ) 使 得 XoY +Z < 0.0 
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定理 11.5.4 ” 设 Y 和 2Z 均 为 n 阶 实 对 称 阵 ， 
S= {£ € R” IET Z€ > 0,€ Z 0), 
METYE < 0,v£ € 3 的 充 要 条 件 是 存在 > 0 使 得 X + Z < 0. 


证 明 ”充分 性 显然 , 下 证 必要 性 . 
HZ < 0 时 , 由 引 理 11.5.2 得 证 . Z < 0 时 , 则 Xmax (Z) > 0. 令 


S1 = (€e S: ETE = 1}, 82 = (€ e R": €T ZE > 0,67€ = 1). 
由 推论 11.5.1 知 5 是 闭 集 . 取 0 < = < PEYO 则 


inf (TYE)? 
EE O a EYD p (EYE 
4\max(Z)  £€S2 4Àmax(Z) ¿€$ 4ETZE ' 
于 是 (ETYE)? — 4etT ZE > 0, YE € S2, 故 
(n Yn}? — 4e||n|2m7 Zn > 0, VO Z n e R". 


由 定理 11.5.2( 取 X = eT) 知 存在 Mo > 0 使 得 eX2I +MY + Z < 0, 从 而 和 oY + 
Z<0.0 


11.6 含 范 数 有 界 不 确定 性 的 线性 矩阵 不 等 式 
在 鲁 棒 控制 中 称 满足 F7F < 7 的 参数 矩阵 为 范 数 有 界 不 确定 性 . 
引 理 11.6.1 Wr € RP, y € Rq, D 和 是 适当 维 数 的 实 和 矩阵 , 则 对 任意 
满足 FTF < IKE EREE 
2zTDF Ey < eri DDTzx + lf ET Ey, Ve > 0. 
证 明 H 
0 < (eiDTr — e72 FEy)T (e3 DTe — e72 FEy) 
= egz" DDT — 2zT DF Ey + 8 -1yT ET FT PE 
< eriDDTzr — 22T DF Ey + e 1lyT ET Ey 


得 证 . D 


第 11 章 线性 矩阵 不 等 式 153 


引 理 1162 “对 任意 给 定 的 向 量 z E R My € RA 
max{ (xT Fy)? : F € RP*1, FTF < I) = (x77)(y 1). (11.6.1) 


证 明 BF c R?*x4 是 任意 给 定 的 满足 FT7F < IRERE, 根据 Schwarz 不 
等 式 有 
[zi Fy| < y/ (zTz)(uT FT Pu), 


因此 
(zT Fy)? < (rTz)(y FT Fi) < (zY z)(u” u). 
另 一 方面 , 取 
Fi 
VrTrVyy 
则 FTF = 了 I 有 8 


rp EYY /zTa Wu, 
vVzTa utu 
即 (x7Fy)? 在 所 处 达到 上 界 (xTx)(yTy), 故 等 式 (11.6.1) 成 立 . D 
从 引 理 11.6.2 的 证 明 易 得 下 面 的 推论 : 
推论 11.6.1 ”对 任意 给 定 的 向 量 x c R My ERA 
maxí((zT Fy)? : F € RPXq FTF = I} = (ri7r)(y z). 
定理 11.6.1 BY, DI EA 25 E BJ EEKE, YT =Y, 则 
Y + DFE + ETFTDT <0 
对 所 有 满足 FTF < 的 矩阵 成立 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 实数 e > 0 使 得 
Y+eDDT +e BIE<O. 


证 明 ”充分 性 由 引 理 11.6.1 推 出 , 下 证 必要 性 . 
由 已 知 条 件 得 
ETYE +2£T DFEt < 0, YE Z 0, 
使 用 FF 的 任意 性 及 引 理 11.6.2 推 出 
£TYE 4 2VETDDTEVET ET E€ < 0, VE Z 0, 


ETYE < -2V ET DDTEVET ET E€, V€ Z 0, 


(ETYE)? > A(ETDDTEN(ET ET EE), V€ Z 0. 
应 用 定理 11.5.3 得 证 . 0 


从 而 
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11.7 含 线性 分 式 不 确定 性 的 线性 矩阵 不 等 式 


设 J 是 满足 I 一 JJT > 0 的 已 知 和 矩阵 , 玉 是 满足 FYF < I 的 未 知 参数 矩阵 . 
鲁 棒 控制 中 称 A : = (一 了 J)-1F 为 线性 分 式 不 确定 性 . 易 见 , J = 0 时 , 线 
性 分 式 不 确定 性 退化 为 范 数 有 界 不 确定 性 . 


引 理 11.7.1 BT = (F(I — JF) 1: FTF < I}, Ji8 I — JJ7 > 0, 
则 


T = {I -JJI +T JJT) : OTN < (I JT.) 1). 


证 明 <&A=(I-—FJ)-lF. H(I+ AJ)(I — FJ) = ERRI + AJA 
WW TEF=(I+AJ TA. HFTF < 了 得 
AT(I+ AJ) T(I+ AJ) A < I, 


于 是 
AT(I+AJ+JTAT +AJJTAT) A < I. 


使 用 Schur 补 引 理 得 到 

AAT <I+AJ+JTAT + AJJTAT, 
即 

ORNA SI +III- JJI) T= JT) 1, 

其 中 

Ha = (I — JJI) AT — (I — JJT) 2 J. 
从 而 引 理 得 证 . D 

引 理 11.7.2 PO 设 M,S, N 是 给 定 的 有 合适 维 数 的 矩阵 ，M = MT, 

和 J 同 前 面 定义 , H 


M+SAN+NTATST <0, VA eT (11.7.1) 


的 充 要 条 件 是 存在 e > 0 使 得 


_1 
M+ | INT gS | | P M | | = 和 | <0. (11.7.2) 
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证 明 ”由 引 理 11.7.1, 矩阵 不 等 式 (11.7.1) 对 所 有 A < 工 成 立 等 价 于 


M +SJT(I — JJT) IN + SIT (I ~ JJTY ÈN 
1 
+NT(I = JJIT) JST + NT(I — JI) PIST < 0 
对 所 有 满足 


HIH <([- JTJ) 


HIRI. 由 定理 11.6.1 知 矩阵 不 等 式 (11.7.1) 成 立 的 充 要 条 件 是 存在 e > 0 使 
得 

M +SJT(I— JUTY |N + NTU — JJI) 1 JST 
+e 2NT(I — JJT) N +e28(I — JT.J)[1ST < 0, 


即 式 (11.7.2) 成 立 . D 


(11.7.3) 


定理 11.7.1 设计, S, NN 为 有 合适 维 数 的 实 矩 阵 , M = MT, TAJET 
面 定 义 , 则 


M + SAN + NTATST <0, VA ET. (11.7.4) 
的 充 要 条 件 是 存在 5 > 0 使 得 
ôM S óNT 
ST -I JU |<0. 
óN J -I 


证 明 ”组 合 Schur 补 引 理 和 引 理 11.7.2 易 得 .( 留 给 读者 ) D 


11.8 ”Jensen 不 等 式 


本 节 介 绍 Jensen 不 等 式 及 其 扩展 版 本 , 并 通过 比较 时 滞 控 制 系统 分 析 和 
综合 中 常用 的 两 个 不 等 式 说 明 Jensen 不 等 式 的 优点 . 


11.8.1 Jensen 不 等 式 


定理 11.8.1 (连续 Jensen 不 等 式 ) ”PH 设 a,b € R, b > a, M € Rnxn, 
MT = M > 0, 向 量 函 数 w : [a,b] > RÆK Hla, b) EZR, WJ 


(b—a) f wT (s) Mu(s)ds > (f roas) M (f as) . 
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证 明 HM > 0 及 Schur 补 引 理 知 
[AOMA A ya, vaea 
于 是 
J? o(s)ds J? M-lds 
再 由 AM > 0 及 Schur 补 引 理 知 , 结论 得 证 . 品 
类 似 于 上 面 的 定理 , 可 得 到 下 面 的 离散 Jensen 不 等 式 . 


| fwT(s)Mw(s)ds fwT(s)ds | > 0. 


定理 11.8.2 (离散 Jensen 不 等 式 ) PI 设 Z e RW EZ = ZT > 0, 
Ti € R”, i= 71，  T2, 1 和 ro 是 整数 ， 则 


(n +1) Yal Zz; > POPO) 


下 面 给 出 Jensen 不 等 式 的 几 个 扩展 版 本 . 


定理 11.8.3 WE,M c R" EMT = M > 0,a,b € R, b > a, 向量 
函数 x : [a,b] 一 REK |a, b) Ef, 则 


T 
(b-a) f iT (6)ETMEż(6) ds > Ha k Ft] kai | 
° z(a) |-ETME ETME | |z(a) 


(11.8.1) 
证 明 ”在 连续 Jensen 不 等 式 中 取 w(s) = Ej(s) 即 可 . 口 


推论 11.8.1 P3 设 M c Rnxniš E MT =M > 0, a,b € R, b > a, É 
量 函 数 z : |a, b] 一 REK, b| E BJ S, 则 


T 
(b-a) f LT (s)Mi(s) ds > (0) M | | . 
a z(a) -M M | |z(a) 


证 明 /EsE3E11.8.3rRE2 E = I 得 到 . D 


定理 11.8.4 8E, Wi, W>, W3 € Rnxngj R: 


T 
Wi Wo Wi Wo 

= > 0, 
Wi Ws Wi Ws 
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a,b € R, b >a, 向 量 隙 数 z : [a,b] > REK b| E nr S, 则 


T 
b z(s) W Wo zx(s) 
-af a zo, k Ws | ds 


z(b) ETWsE —ETWsE ETWZ z(b) 
> z(a) —ETWsE ETWsE —ETWZ z(a) 
f? zx(s)ds WE -WE W. f? z(s)ds 
(11.8.2) 


证 明 ”对 式 (11.8.2) 的 左 端 应 用 连续 Jensen 不 等 式 , 然后 再 经 恒 等 变形 
可 得 结论 . 口 


定理 11.8.5 Ë] 设 M e RR"*Xx7 满 足 M > 0, 0 < o < 1, 向 量 函 数 wl : 
[0,a] 一 了 "在 区 间 [0,al] 上 可 积 , 向 量 函 数 ws : |o,1] > 了 "在 区 间 [a,1] 上 可 
积 , 则 
JIO — aju? (eo) Man (a) + aw? (a) Muo(o)]da 


> f (fe 1 T Q 1 . 
> Jo (JE (PAB + faw(B)dB) M (JE (PJA + Ja oo (0)a8) do; 
(11.8.3) 


f (aT) Min (ajda > [ ( f “lB)d8) M ( J an (0946) da 


(11.8.4) 


f a (a)Mun(a)da > f ' ( f ! dp] M ( f ! 0)dp】 da 


(11.8.5) 


证 明 令 


应 用 定理 11.8.1 得 到 


Jo et (8)Mo)(0)d8 + fa w3 aP Mw2(B)dB 
> (JE PAB + fawalB)dB) M (on(B)dB + Ja w(8)A8) 


将 上 式 两 边 对 a 从 0 到 1 积分 并 交换 积分 次 序 得 式 (11.8.3)， 在 式 (11.8.3) 中 
Ww = 0 得 式 (11.8.4)、 取 w1 = 0 得 式 (11.8.5). D 


读者 可 以 沿 着 前 面 的 讨论 给 出 离散 Jensen 不 等 式 的 扩展 版 本 . 


158 RASTREIE 


11.8.2 ”两 个 不 等 式 的 比较 


定理 11.8.6 WE, Mi Mo, X € Rn Z e RX q b € R, a < b, 
z: ja, b] 一 Rn RE n] S BJ 5] ar p 87. 若 


X Y 
k i >0,Y=|M Mb], (11.8.6) 
则 
一 f | ZT(s)ETX Ez(s)ds < £T(DT£(t) + (b — a)ef(0)Ze(, (11.8.7) 
其 中 


MTE+ETM, —MTIE+ETM, | b 
r= 12t i 1 | et) = a) | (11.8.8) 
—ETM, + MJE -MiE- ETM 


证 明 ”由 式 (11.8.6) 得 
Ei(s) | [ X Y ]J Ei(s) 
| el | É A | el | > 0, vs € [a,t|, 

于 是 

0 < zT(s)ETXE(s) + 2€T (HYT Ez(s) + £T (t)ZE(t), Vs € [a,b]. 
两 边 积 分 得 

0 < f ' 3T (6)ETXEż(s)ds + 2 f " T(Y9YT Ei(s)ds + f “eT(¢) Zé(t)ds, 
° ° ° (11.8.9) 

从 而 
一 f | #T'(s) ET X Eš(s)ds < 27 (t) YT E(z(b) ~ z(a)) + (b — a)€7 (t)ZE(t), 

° (11.8.10) 
即 
一 f T (6)ET XEz(s)ds < (b — JET (0 ZEH +27 HYT [ E ~E | E®). 


° (11.8.11) 
在 式 (11.8.11) 中 取 Y = | Mi M: | 得 证 . D 


积分 不 等 式 (11.8.7) 在 不 等 式 约束 (11.8.6) 下 成 立 , 当 义 > 0 时 约束 条 件 
可 以 被 替换 . 例如 : 取 2 = YT x-1Yy, 则 得 下 面 的 推论 . 
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推论 11.8.2 P4 设 已 Mi, Mo, M E€ Rn MT = M > 0 a,b € R, 
a <b, z : [a,b] 一 有 R" 是 可 导 的 向 量 函 数 , 则 


一 f | $7(s)ETMEz(s)ds < € (tTEt) + (b — aé (YT MTY E(t), 
° (11.8.12) 
REET, E(t), 了 同 定 理 11.8.6 中 定义 . 


注 记 11.8.1 ”注意 到 T 二 YT È -E| + |E -可 Y, 易 见 


ET ETE) + (b — a)éT (t)YT M'Y ECE) 
> —(b—a) (DE — E] M[E ~ Elé(t) 


_ o-ga [s| [zme -#rus][s0 
z(a)| |-ETME ETME | za 
故 不 等 式 (11.8.1) 比 不 等 式 (11.8.12) 给 出 了 n f 4T OETMEH)ast 


更 加 精确 的 估计 . 因而 , S2R13Q(11.8.1 EEN RAA rh —u a 
可 能 会 得 到 更 好 的 结果 . 


习题 
L 设 Q 和 及 鬼 为 实 对 称 箱 阵 , 则 | 以。 及 | > 0 的 充 要 条 件 是 RR > 0, Q- 
SR+ST > 0B.S(I — RR+)=0. 
2. 设 Pi (i = 1,2,3) Æ ERRER, Pij (1 < í < j < 3) 是 实 和 矩阵 , 并且 这 
些 矩 阵 有 合适 的 维 数 , 则 存在 实 对 称 和 矩阵 义 使 得 
Pii Piz Ps 
PL Pa+X Pa |<0 
Ph Ph Ps 
有 解 的 充 要 条 件 是 


3. WA e Rn, B e R”, C e R”, 7 为 给 定 的 正 数 , WEES > 0 使 得 
ATS+SA SB CT 

(SB -yI 0 |<0 
C 0 一 ?7 


(11.8.13) 
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的 充 要 条 件 是 存在 矩阵 所 , G 和 S > 0 使 得 
ATG + GTA $ GTB CT 


er —P— FT FTB 0 
BTG BTF -yI 0 |< (11.8.14) 
C 0 0 —I 


Hpo = S — GT + AT F. 
(提示 : 使 用 Projection 引 理 .) 
4. 证 明 : 对 任意 的 z e R" 和 适当 维 数 的 矩阵 P, D, FF1IE#A 


max{ (zT PDFEz)?: FTF < I} = zT PDDT PT zg" ET Ez. 
(11.8.15) 
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本 章 介 绍 两 类 代数 Riccati 矩 阵 方程 的 实 对 称 ( 半 正 定 ) 稳 定 解 的 存在 性 和 
性 质 , 这 些 内 容 是 求解 连续 线性 系统 的 互 和 五 < 优化 问题 的 理论 基础 


12.1 ”Lyapunov 和 矩阵 方程 


12.1.1 和 矩阵 对 的 能 稳 性 和 能 检测 性 


定义 121.1 WA e Rnxn. p e 了 nxm 和 Ce R”. 若 矩 阵 对 (4, BR 
足 
rank[sT 一 4 B] = n, Ys € C+, 


称 和 矩阵 对 (4, B) 能 稳 ; 若 矩 阵 对 (4,C) 满 足 
sl — À — 
rank | o | =n, Vs € C+, (12.1.1) 


PRIE REXI (A, C) 能 检测 . 


命题 12.1.1 RERA, B 有 合适 的 维 数 , 则 (4, B) 能 稳 的 充分 必要 条 
件 是 对 于 任意 满足 及 (D) C R(B) 的 D 和 实 对 称 正定 矩阵 0 有 


(A+D,BUBT), (A+D,BUS) 
均 能 稳 . 


证 明 ”由 和 矩阵 BU3 的 奇异 值 分 解 易 见 . 口 
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命题 121.2 BERA, C 有 合适 的 维 数 , 则 (4,C) 能 检测 的 充分 必 
要 条 件 是 对 于 任意 满足 及 (D7) C RR(CT7) 的 D 和 实 对 称 正 定 矩 阵 U 有 (A 十 
D, CTUOY#(E, A + D,U3O) 均 能 检测 . 


证 明 ”由 和 矩阵 V3C 的 奇异 值 分 解 易 见 . 口 


12.1.2 ”连续 Lyapunov 和 矩阵 方程 


引 理 12.1.1 1 #A,M € R"xm，M > 0, (A, M) 能 检测 , Lyapunov 和 矩阵 
方程 
ATX+XTA+M=0 (12.1.2) 
有 实 对 称 ( 半 ) 正 定 解 X, 则 A(4) c C-. 
证 明 ” 设 和 是 4 的 任意 一 个 特征 根 , y 是 其 对 应 的 特征 向 量 , 则 4y = Ay, 
TR ATXy +y*X Ay + y*My = 0, 从 而 2ReO)Xy 二 My = 0. 
情形 1: y*My = 0. HM > 0 得 My = 0, 因而 | > = 0. 


H(A, M) 能 检测 和 y Z 0 推出 Re(A) < 0, 从 而 和 (4) c C-. 
情形 2: y*My > 0. 显然 Re(AJy*Xy < 0. 使 用 X > 0 得 Re(A) < 0, 从 
而 X(4) c C. 0 


下 面 的 推论 由 引 理 12.1.1 的 证 明 得 到 . 


推论 12.1.1 ÆA, M e Rnxn, M > 0, Lyapunov 矩阵 方 程 (12.1.2) 有 
KIRKEE EX, 则 和 (4) c C-. 


定理 12.1.1 若 4， M e Rn"xn，4 稳 定 ( 即 4 的 所 有 特征 根 的 实 部 小 于 
零 ) MT = M, Wi f e4 tMe4tdt 是 矩阵 方程 (12.1.2) 的 唯一 实 对 称 解 . 
0 
证 明 ”由 A 稳定 知 


oo oo 
AT J eATt Me4tdt + f e^t Me^tdtA 
0 0 


oo 
J (ATe^t Me“ + e^t Me^t A)dt 
0 


° T 
J d(e4 tMe4t) 
0 


= —M, 
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即 /seMe4dt 是 Lyapunov 矩 阵 方程 (12.1.2) 的 实 对 称 解 
0 
下 证 解 的 唯一 性 . 令 和 是 Lyaptunov 和 矩阵 方程 (12.1.2) 的 任意 实 对 称 解 , 则 
J Ameta = - [T eerrhrX+ XA)e^tdt 
0 0 
= J dle4reXeh) 
0 
-X, 
这 说 明 Lyapunov 和 矩阵 方程 (12.1.2) 的 实 对 称 解 唯一 . 吕 


定理 12.1.2 A cR”, MT = M eR”, H 


(i) 对 于 M > O(M > 0)，/ shareMe4tdt 是 Lyapunov 矩 阵 方程 (12.1.2) 的 叭 
一 实 对 称 ( 半 ) 正 定 解 ; ” 


(ü) 对 于 M < 0(M < 0), / “eATtMeAtdt 是 Lyapunov 矩 阵 方程 (12.1.2) 的 
唯一 实 对 称 ( 半 ) 负 定 解 . 


证 明 下面 只 证 明 M > 0 的 情形 , 其 他 情形 的 证 明 类 似 . 
由 定理 12.1.1, Lyapunov 和 矩阵 方程 (12.1.2) 有 唯一 实 对 称 解 


°° T 
f e4 tMestdt. 
0 


又 因为 M 是 半 正 定 的 , 存在 矩阵 六 使 得 M = NTN. 对 于 任意 的 n 维 向 量 y, 易 
W, 


Oo Do 
yT ( f e^tM eat y = f (yTeA tNT)(NeAty)dt 
0 


0 
/ Nestyll2dt, 
0 


Ce 
HII Ne4ty|J2 > o f e4"tMeAtdt 是 半 正 定 的 . D 
0 


注 记 12.1.1 A € Œn M* = M e Cnxn 时 ， 代数 Lyapunov 方 
程 4*X + X*A + M = 0 与 式 (12.1.2) 有 很 多 类 似 的 性 质 , 故 有 与 上 面 类 
似 的 结论 . 
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122 Hamilton 和 矩阵 
记 
0 In 
7-| 01: 
定义 1221 ËH e RnR E 7 -1HT 7 = —H, KRH JHamilton#ë 
阵 . 
从 Hamilton 和 矩阵 的 定义 易 见 下 面 的 两 个 命题 成 立 . 


命题 12.2.1 WH e R27?Xx?? 是 Hamilton 和 矩阵 , 入 € C. 若是 五 的 特征 
根 , 则 一 和 也 是 五 的 特征 根 . 


命题 12.2.2 #ÆH e R”? Hamiltone kE, 则 存在 矩阵 4 c Rnxn ll 
对 称 和 矩阵 RR, M € Rnxn 848 


A R 
H= . 
定义 12222 iWdiag(.Ji, .有 2) 是 方 阵 4 的 Jordan 标 准 形 ， 如 果 厂 的 对 角 


元 实 部 均 为 负 且 .及 的 对 角 元 实 部 均 非 负 , 称 用 是 矩阵 4 的 Jordan 标 准 形 的 
稳定 部 分 . 


若 Hamilton 矩 阵 万 c R2*x2?* 在 虚 轴 上 无 特征 根 , 则 由 命题 12.2.1 知 互 的 
所 有 特征 根 可 表示 为 


Ab ee’ Àm, SA1, t Àn, 

JeERe(A <0, i= 1,2, ,n, TÆHM Jordani EH n $ zs ZJdiag(J, j), 
其 中 .7 的 对 角 元 素 为 Xi, .…，Xn( 即 J 是 稳定 部 分 ); J 的 对 角 元 素 为 -和 1,……， 
一 An. 再 由 Jordan 标 准 形 理论 得 存在 可 道 阵 人 使 得 

H = Tdiag(J,J)T 1. 
将 T 写 做 | 五 T>], APT, T, e R, 由 定理 2.5.2 知 及 ( 卫 ) 和 及 (有) 均 由 
矩阵 五 唯一 确定 , SEX (MX (H), 称 尤 (五 ) 为 Hamilton 和 矩阵 万 的 
稳定 子 空 间 . 定理 2.5.2 也 表明 dim X_(H) = dim X (H) = nH 


C” = x_(H)@ X. (H). 
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MA- (1) 的 一 组 基 , 并 将 其 排 成 红 阵 | 区 |， 其 中 Xx, Xa Cn, 则 


TENEN] 


Ch -=X (H)e@ R (| 2 | ' (12.2.1) 


MU X; ujj EB X, X 由 五 唯 一 确定 ( 即 X2Xi SEREK), 
H R 4ERic(H). 用 dom(Ric) 表 示 在 虚 轴 上 无 特征 值 且 满 足 式 (12.2.1) 的 所 
有 Hamilton 和 矩阵 的 集合 . 将 在 12.3 节 中 展示 : EH e dom(Ric), 则 Ric( 五 ) 是 
实 对 称 阵 , 并 且 4 + RRic( 五 ) 是 稳定 的 . 

对 于 A e 了 "xn, B e 有 "xm 和 Ce R% 记 


EHHE 


H, = 
则 到 :是 Hamilton 和 矩阵 . 


定理 12.2.1 ” 》 是 如 在 虚 轴 上 的 特征 根 的 充分 必要 条 件 是 \ 是 (4, 互 ) 在 
虚 轴 上 的 不 能 控 特 征 根 或 是 (4, C) 在 虚 轴 上 的 不 能 观 特征 根 . 


证 明 ”必要 性 . 设 jw 是 有 的 一 个 特征 根 , B | | #0 是 相应 的 特征 向 


z 
y 
量 , 则 


A -BBT a z 
-CTC —AT y 一 J y ; 
于 是 
Az — BBTy = juz, (12.2.2a) 
—_CTOr — ATy = jwy. (12.2.2b) 


对 式 (12.2.28) 和 式 (12.2.2b) 分 别 左 乘 f* 和 zx*, 然后 相 加 得 
—(z*CTOz + BBTY) = [|z* ATy — (z* ATy)*] + jwlz*y + (z*y)*]. 
注意 到 上 式 左 端的 两 项 是 实数 , 但 右 端 却 是 零 或 纯 虚 数 , 所 以 
z*CTCz + y*BBTy = 0, 


因此 
y*B = 0, Cr = 0. 


进而 由 式 (12.2.2) 得 
Az = jwz, y*A = jwy*. 
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"iy #0 时 ,jw 为 (4 本 的 不 能 控 特 征 根 ; 当 y = 0 时 , 由 | 2 | 关 otia #0, 
从 而 各 为 (4,C) 的 不 能 观 特征 根 
充分 性 . 由 必要 性 的 逆 过 程 得 到 . D 


推论 12.2.1 若 (4,B) 能 稳 且 (4,O) 能 检测 , 则 瑟 在 虚 轴 上 没有 特征 
根 . 
123 代数 Riccati 和 矩阵 方程 的 实 对 称 稳 定 解 
定义 12.3.1 XFA, R, M e Ri EE R = RTRM = MT, 称 方程 
ATX+XTA+XTRX+M=0 (12.3.1) 
为 代数 Riccati 和 矩阵 方程 . 


定义 12.3.2 ” 称 X 是 代数 Riccati 方 程 (12.3.1) 的 一 个 稳定 解 ， 若 Xe 
了 zx 满足 式 (12.3.1) 且 4 + RX 稳定 . 


记 
显然 及 是 Hamilton 和 矩阵 . 

定理 12.3.1 H € dom(Ric), X = Ric(H). 证 明 : 
(i) FET € CARET e C"x" 满 足 


—1 Tı Tı 
X=TBT!, H = J, 
To 了 2 


其 中 J 是 瑟 的 Jordan 标 准 形 的 稳定 部 分 ; 
(ü) 和 是 代数 Riccati 和 矩阵 方程 (12.3.1) 的 实 对 称 稳定 解 ; 


(ii) #'(H)= (| I ) 
x 
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证 明 (i) 由 Ric( 五 ) 的 定义 易 见 ( 见 12.2 节 ). 
(ii) 由 的 得 
An + RT; =T, (12.3.2) 
_ MT, — ATT, = TJ. (12.3.3) 
在 式 (12.3.2) 两 端 左 乘 7& 、 式 (12.3.3) 两 端 左 乘 7Z 得 
TT AT, + T: RT, = TZ TJ, 
-TT MT, — T AT, = TT TJ, 
于 是 
(TIT —Ti'T,)J = TANT, + TT ATT + TI RI, +T MT. (12.3.4) 
因为 上 式 右 端 是 对 称 的 , 则 左 端 也 是 对 称 的 , 于 是 
(FD -TTJ = TDN- TR) = —JT (TZ T, — Tr T>), 
即 (27Z -TTJ + JT(TZ TA — T T;) = 0. 由 J 稳定 及 定理 12.1.2 得 
TINT = TfT. (12.3.5) 


同 理 
TT = TfT. (12.3.6) 


A R(12.3.5 (TYT = TITTI = TyTr 1, 故 T277! 是 对 称 的 . 这 和 
式 (12.3.6) 一 起 推出 


DT = BT = YT = (RIY = BT) = BT 
MPT 1 是 实 的 , 从 而 T5277! 是 实 对 称 的 . 
组 合式 (12.3.4) 和 式 (12.3.5) 得 到 
TI AT, + TT ATT + TT RT, + TT MT = 0. 
ERT 7 并 且 右 乘 T 14838 
(THA + A(T ') + (HIT T R(IyTr 1) + M = 0, 


即 T5771 是 矩阵 方程 (12.3.1) 的 解 . 


由 式 (12.3.2) 得 4 + R(T;Tr !) = (AT, + RIAT! = DJT, HJH 
定 推出 4 + RI27 RE. 


总 之 , T2771! 是 代数 Riccati 和 矩阵 方程 (12.3.1) 的 实 对 称 稳定 解 . 
(ïi) 由 守 _ (五) 的 定义 和 () 易 见 . 口 
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定理 12.3.2 ” 设 和 矩阵 方程 (12.3.1) 有 实 对 称 稳定 解 , 则 矩阵 五 在 虚 轴 上 
无 特征 根 且 (4, R)B6 48. 


证 明 ” 设 P 是 代数 Riccati 和 矩阵 方程 (12.3.1) 的 实 对称 稳 定 解 , 则 ATP 十 


P4+ PRP+ M =0BA+ RP 稳定 , &T=] p pha 
amm [I O]J[ A RJĪfZO 
T HT= |p I||-m -47 ||P 
_ [A+RP R 
= 0 —(A+RP |` 


HA + RP 稳定 知 五 在 虚 轴 上 无 特征 根 且 (4, R)8628. D 


对 于 n € {1, 一 1} 和 Be R?*™, HR = 一 9BBT, 则 式 (12.3.1) 变 成 


ATX + XTA-nXTBBTX + M = 0. (12.3.7) 
i A BBT 
H, = -M AT ; 
TH, S: HamiltonE E. 


引 理 12.3.1 #H EEM EIERE, (A, B) 能 稳 , MH, e dom(Ric). 
证 明 ”由 本 ,在 虚 轴 上 无 特征 根 及 12.2 节 的 讨论 知 存在 矩阵 了 和 使 


得 | p HWH 
2 
T | _ IT 
Ab 
其 中 J 是 媚 ) 的 Jordan 标 准 形 的 稳定 部 分 , 于 是 


AT, ~ nBBTT, = T, J, (12.3.8) 
_ MT — ATT = TJ. (12.3.9) 
在 式 (12.3.8) 两 端 左 乘 ?#、 式 (12.3.9) 两 端 左 乘 他 得 
TAT — nT BBT = TD J, 
—T MT, — TATT = TFT>J. 
于 是 


(HTTD)T = ZAT, -nT BBTT, +TIMT + TF AT. (12.3.10) 
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由 右 端 是 Hermite 阵 知 左 端 也 是 Hermite 阵 , 故 
(BD 一 个)J 二 JOYT TD) = 0. 
使 用 .7 稳定 、 定 理 12.1.2 和 注 记 12.1.1 推 出 
TT, = TT. (12.3.11) 


ENARE, 则 N (Ti) Z {0}. ERO Z u e N(Ti), 并 在 式 (12.3.8) 两 端 
左 乘 w*7y 、 右 乘 w 得 


—mu*T2 B BT Tw = w TT Ju. (12.3.12) 
在 式 (12.3.11) 两 端 左 乘 w* 得 w*TYT = 0, 于 是 由 式 (12.3.12) 得 
BTTyw = 0. (12.3.13) 


再 右 乘 w 于 式 (12.3.8) 两 端 , 得 五 Jw = 0. INTI N (TEJ BJ 35382 a]. 从 
而 J 可 看 成 是 N(T) 上 的 线性 变换 . 故 存在 Xo e€ CHO Z z e N (Ti ) 使 得 .Jz = 
Aoz. 由 ,7 稳定 知 Re(Xo) < 0. 右 乘 z 于 式 (12.3.9) 两 端 得 


—ATT,z = ToJz = MT2z, 
于 是 (一 AoT 一 AT)T;z = 0, 从 而 
z*T£(—AÀol — A) = 0. (12.3.14) 
在 式 (12.3.13) 中 选择 w = z 得 z+*73B = 0, 这 和 式 (12.3.14) 一 起 推出 
zT [| -XI~-A B]=0. 
使 用 (4, BBR aT = 0, Woz = 0， 这 和 z e€ NT) EHEH? € 
N (zl) 由 加 | 列 满 秩 得 z = 0, 矛盾 . KTT, JATüH, € dom(Ric). D 
定理 12.3.3 HH, EEM EERIE, (A, B) 能 稳 , 则 Ric( 互 ) 是 矩阵 


方程 (12.3.7) 的 唯一 的 实 对 称 稳定 解 . 特别 地 , 若 (4, M) 能 观 ，M 实 对 称 半 
正 ( 负 ) 定 , MJRic(H)uj m. 


证 明 组合 引 理 12.3.1 和 定理 12.3.1 得 到 Ric( 互 ) 是 矩阵 方程 (12.3.7) 的 实 
对 称 稳定 解 . 


车 入 和 双 是 矩阵 方程 (12.3.7) 的 两 个 实 对 称 稳定 解 , 则 
ATX; + X;A — nX; BBT X; + M = 0, i= 1,2, 


(A 一 nBBTXI)T (XI 一 Xə) + (Xı — X2)(A 一 nBBT XI) 
+ n(Xı — X2)BBT(X1— X2) = 0. 
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这 表明 Xi1 一 X2? 是 矩阵 方程 
(A—nBBTXi)TY +Y(A —nBBTX )+ (Xi 一 Xo)BBTOXI — X2) = 0 
的 实 对 称 解 . 既然 4 一 nBBTX fa, 使 用 (Xi 一 X;)BBT(X, — X2) > 0 和 
定理 12.1.2 推 出 Xi1 > Xo. 同 理 Xo > Xi. 因而 XI = X2. 
总 之 , 代数 Riccati 和 矩阵 方程 (12.3.7) 有 唯一 的 实 对 称 稳定 解 . 
特别 地 , 若 (4, M) 能 观 , M 实 对 称 半 正 ( 负 ) 定 , 并 且 Ric( 石 ) 不 可 道 . 不 妨 
WRic(H) = diag(P, 0), EF PIX. 对 应 地 令 


_ | 4 A _ | B. _[ M. M 
4= | 2 2] 8-5] = | w |: 


则 由 式 (12.3.7) 得 42 = 0 且 M4 = 0, 于 是 由 M 实 对 称 半 正 ( 负 ) 定 推出 M = 
diag(Mı, 0), 从 而 


M-A 0 
rank | “友和 | = rank -As A-A |, YAEC. 
Mı 0 
因而 对 于 44 的 特征 根 Xx 有 
Tank | wiz | < n, 


与 (4, M) 能 观 了 矛盾 . 0kRie(H)u[im: D 

组 合 定理 12.3.2、 命 题 12.1.1 和 定理 12.3.3 得 到 

推论 12.3.1 ”五 在 虚 轴 上 无 特征 根 且 (A, B) 能 稳 的 充 要 条 件 是 矩阵 方 
程 (12.3.7) 有 实 对 称 稳定 解 . 
12.4” 妖 ; 代 数 Riccati 和 矩阵 方程 的 实 对 称 半 正 定 稳定 解 

定义 12.4.1 对 于 A €R”, B e RR"*m 和 C e Rixn 称 方程 

ATX + XTA- XTBBTX+CTC = 0 (12.4.1) 

为 Ho 代数 Riccati 和 矩阵 方程 . 


定理 12.4.1 设 色 在 虚 轴 上 无 特征 根 , (4, B) 能 稳 , 则 万 2 代数 Riceati 矩 
阵 方程 (12.4.1) 有 唯一 的 实 对 称 半 正定 稳定 解 . 
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证 明 H E3E12.3.381 HAR 28 Riccatifs E Jy 88(12.4.1)38 HE— BJ SE XTK 
稳定 解 忆 . 因而 只 需 证 已 > 0. 事实 上 , HATP + PA— PBBTP + CTO = 
Of8(A— BBTP)TP+P(A-— BBTP)+PBBTP+COTCO = 0. 使 用 PBBTP+ 
CTC > 0, A — BBTP 稳 定 及 定理 12.1.2 得 到 P > 0. 0 

定理 12.4.2 B(A, B) 能 稳 , (A, CO) 能 检测 , VERA, C) 的 不 能 观 子 空 
间 , 则 
A —BBT 


G) H = É. -AT 


| € dom(Ric); 


(ii) X := Ric( 互 ) 是 代数 Riccati 和 矩阵 方程 (12.4.1) 的 唯一 的 实 对 称 半 正 定 稳 
定 解 ; 

Gii) M(X) c 2 c N (O); 

(iv) f£F#3EBE MM E X M = CT; 

(v) 特别 地 , 当 (4, C) 能 观 时 代数 Riccati 和 矩阵 方程 (12.4.10) 有 唯一 的 实 对 称 正 
定 稳 定 解 . 


WERA (i) 由 推论 12.2.1 知 互 在 虚 轴 上 无 特征 根 . 再 由 (4, B) 能 稳 和 引 
理 12.3.1 得 证 . 
(ü) 组 合 (i) 和 定理 12.4.1 得 到 . 
C 


J CA 
(ii) HX = V . 得 到 + c N(C). 下 证 N(X) c x. 
CA- 


EXTŽ, MN(X) c VER. FEXRI, BXL RE E E A 
W:X = diag(Xo, 0), 其 中 Xo > 0. 使 用 (让) 推出 


C=[0 o] 4=| 2 A |: 


As 44 
是 
C Co O 
CA CA, 0 
CA"-! Ci4? 1 0 
故 N(X) c x. 


(iv) MGi) (CT) = N(O)+ c NOX)L = R(X), 故 存在 矩阵 M 满 
R XM = CT. 
(v) HHGi)Am(ii)BRJuFBH482J. 1 
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12.5 万- 范 数 与 瓦 -代数 Riccati 和 矩阵 方程 


12.5.1 瑟 w 范 数 与 号 ,代数 Riccati 和 矩阵 方程 的 定义 
对 于 定常 线性 系统 
i(t) = Az(t) + Bult), (12.5.1a) 


y(t) = Cz(t) + Dult). (12.5.1b) 
记 其 传递 函数 矩阵 C(sT 一 A)-1B+D 为 G(s). 定义 G(s) 的 Hw 范 数 ||G(s) 川 ww 为 


1G(s)ll。 = sup omax(G(jw)), 
wER 
其 中 omox(-) 表 示 和 矩阵 的 最 大 奇异 值 . 


定义 12.5.1 ”对 于 y > 0, AER”, Be R"xm 和 C c Rixn 称 方程 


ATX+XTA+y XTBBIX+CTC=0 (12.5.2) 
为 及。 代数 Riccati 和 矩阵 方程 . 
记 " 
其 中 
Am = A+ BD% DTO, 
—14 
Bu = BD ， (12.5.4) 


Cu = (I + DDZLDT)šC, 
Du = YI DT D. 


12.5.2 H. WRIA- H. TO38Riccati>E hEN FERAE 


命题 12.5.1 Wy > 0. 若 ||G(s)|w < y, 则 ||D|l2 < 7Y( 或 等 价 地 Dxy > 
0). 


证 明 HI|G(s)|| = SUR Omax (G(ijw)) = SUP Nmax (GCjw)*G(jw))3 得 


Gs) > Amax (G(ju)"G(ju))2 , Yw € R, 
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于 是 

lim Amax (G(jw) Gw)? < ||G(s)||so < 7. 
这 和 矩阵 的 特征 值 关 于 其 元 素 连 续 且 lim (G(jw)*G(jw)) = D7D 一 起 推出 
Àmax( DT D)? 
Amax( lim G(jw)*G(jw))2 
lim Amex (GW) Go))? < +. 


iDll 


显然 ||D|l。 < > 的 充 要 条 件 是 Dm > 0. 0 


命题 12.5.2 ” 设 4 在 虚 轴 上 无 特征 根 , y > 0, GCs) < y, MI H EE 
轴 上 无 特征 根 . 


证 明 KEE. 若是 Hm 在 虚 轴 上 的 特征 根 , 则 和 是 (Am,iBxm) 在 虚 轴 
上 的 不 能 控 特征 根 或 是 (4m,Cwm) 在 虚 轴 上 的 不 能 观 特征 根 . 不 妨 设 前 者 成 
立 , 则 存在 0 Z y E Cn 使 得 
y*(AI An) = 0, y*Bu = 0. 


使 用 命题 12.5.1 知 Dm > 0, JX üt (AI 一 A) = 0, 与 矩阵 4 在 虚 轴 上 无 特征 根 
矛盾 . 故 刀 xx 在 虚 轴 上 无 特征 根 .D 


推论 12.5.1 ” 设 矩 阵 4 在 虚 轴 上 无 特征 根 , y> 0, D = 0, |‖G(s)ll。 < y, 


A ~y2BBT 
Hy :二 
-CTC -AT 


则 


在 虚 轴 上 无 特征 根 . 


命题 12.5.3 Wy > 0, | Dlla < 7( 或 等 价 地 Da = I- DT D > 0). 
车 P 是 满足 矩阵 方程 


XT Am + AT,X + XTBu BT,X +CT,Cu = 0 


的 实 对 称 稳定 解 , 则 ||G(s)ll。 < v. 
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WEA 记 K, = (jwI — 4)-1B, 则 

G(jw)*G(jw) 

= (CK, + D)*(CK, + D) 

= DTD+ DTCK, + K*CTD + KSCTCK, 

= DTD +DTCK, + K*sCTD ~- KSCTDDH DTCOK,, 
—K*PBMBIPK, — KšAT PK, — K PAm K, 

= yI- (PI -— DI D)+ DTCK, + K*CT D 
—K*CTDDA DTOK, — K* PBM BI PK. 
+K*(—jwI 一 AT)PK, — K£ECT DD 2 BT PK, 
+KšP(joeI — A)K, — K PBD} DTCK, 


= PI- Du + DTCK, + KšsCTD- K*CTDDH DTCK, 
—KšPBu ByyPK, + BT PK, — KECTDDA BT PK,, 
+K*PB— K*PBDM DTCK, (12.5.5) 
= ?27 一 A*D 了 7A 
< PI, Vu € R, 
其 中 A = Du — DTCK, — BT PK., 于 是 
Omax (GW)) = Àmax(G(ju)“G(ju))š < y, Yw € R. 
因而 
|e(ts)llw = sup omax(G(jw)) < +. (12.5.6) 
wER 
若 ||IG(s)l|w = 7, 则 sup omax(G(jw)) = y. 这 和 


Jim max(G (jw)) = omax(D) = Dll2 < + 
一 起 推出 存在 M > 0 使 得 


Y= sup Omax(G(jwW)). 
wE[—M,M] 


max omax(G(jw)), 

wE[—M,M] 

并 且 存 在 wo € [-M, M] 使 得 7 一 Omax(G(jwo)), 即 72 是 G(wo)*G(juoo) 的 最 
大 特征 值 . 设 z 是 相应 的 特征 向 量 , 使 用 式 (12.5.5) 得 到 


z"(Du — DT OK, — BT PK, "DA (DM — DTCK,, — BTPK,)z = 0, 
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于 是 从 Dx 正定 推出 (Dm — DTCK., — BT PK.,)z = 0, Bz = Dy (DTC + 
BT P)K.,z, 从 而 y := K. z £ 0BBz = BD (DTC + BT P)u. W 

(jwol — A)y = Bz = BD; (DT O + B. P)u, 


于 是 | 
. jwoy = (Am + Bu By P)y, 
Am + Bm B#jP 稳 定 了 矛盾. 因而 , G(s) < y. Ü 


定理 12.5.1 ” 设 和 矩阵 4 稳定 , y > 0, |G(s)l。 < v, M 
(i) 矩阵 方程 
XT Am + AIX + XT Bu BIvX + C, Cu = 0 (12.5.7) 
有 唯一 的 实 对 称 半 正 定 稳定 解 P; 
(ü) 若 (4,C) 能 观 , MIP > 0. 
证 明 (i) 使 用 ||G(sjll。 < 7 和 命题 12.5.1 得 到 Dax > 0. 由 和 矩阵 4 稳定 
知 A 在 虚 轴 上 无 特征 根 且 (4, BREFS. 使 用 命题 12.5.2 得 到 wy 在 虚 轴 上 无 特 


征 根 . 这 和 (4, B) 能 稳 、 命 题 12.1.1 和 定理 12.3.3 一 起 推出 矩阵 方程 (12.5.7) 有 
唯一 的 实 对 称 稳定 解 P, 于 是 


AY P + PAm + PBu BI, P +OVOu = 0, 
即 
ATP + PTA+CTC + (BTP + DTO)T DI} (BTP + DTC) =0. (12.5.8) 
注意 到 4 稳定 且 
CTC + (BTP + DTO) DY (BTP + DTC) >0， 


由 定理 12.1.2 得 P > 0. 故 和 矩阵 方程 (12.5.7) 有 唯一 的 实 对 称 半 正定 稳定 解 P. 
(ü) 由 (ij、 命 题 12.1.1 和 定理 12.3.3 得 到 . D 


推论 12.5.2 BEREARI, 7 > 0, D = 0, 1G(sjll。 < y, WI 
(i) 吾 - 代 数 Riccati 和 矩阵 方程 
ATX + XTA +y ?IX BBTX+CIC=0 
有 唯一 的 实 对 称 半 正定 稳定 解 已 


(ii) 若 (4,C) 能 观 , MIP > 0. 
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1253 ”Hw 范 数 的 计算 


下 面 的 定理 和 推论 给 出 了 计算 传递 函数 矩阵 G(s) 的 了 wo 范 数 ||G(s)||ow 的 
理论 基础 . 


定理 12.5.2 WEAR, y> 0, ||D||2 < y, 则 下 列 说 法 等 价 : 
(i) MC(s)|ə < 7; 
(ü) 存在 实 对 称 正定 矩阵 @ 使 得 矩阵 方程 
AT, X + X7 Am + XT BuBu X +C4Cm+Q=0 
有 唯一 的 实 对 称 正定 稳定 解 ; 
(Wi) 存在 实 对 称 正定 和 矩阵 PP 使 得 


ATP + PAm + PBU ByyP + OVCu < 0; 


(iv) 存在 实 对 称 正定 矩阵 P 使 得 


AT, P + PAm + CTYCwu PB 
BHP 一 了 
证 明 (i)=(ü). 由 A 稳定 知 jwI 一 4 对 任意 的 w € RTA. 使 用 
IIG(s)||o < Y 
推出 


[GGwI — A)|1Bp]*CTCO|[(joI — A)-1B] + [(jwI — A) 1Bp]*CT D 
+ DTCO|(joI — A)-iB] + DT D < yl, Vu € R, 


于 是 存在 充分 小 的 正 数 < 使 得 


[GwI — A)-1BF(CTC + elD)[(jwI — A)! B] + [GjwI — A)-1B]*CTD 
+ DTCO|(joI — A) 1B] + DT D < ZI, Vo € R, 


BP 


[oI — A)-1BYOTOIGwI — A)! B] + {GjwI — AJ} BI*ĈT Ô 
+ DTÓ|[(joəI — A) 1B] + PT < 2I, Vo € R, 


第 12 章 代数 Riccati 和 矩阵 方程 177 


N C 和 D 
¿=| j, 5=[ ç | 
注意 到 4 稳定 且 (4, 的 能 观 , 由 定理 12.5.1 知 矩阵 方程 


AT X + XT Am + XY B U BX +COWCu +I = 0 
有 唯一 的 实 对 称 正 定 稳 定 解 . QQ = =I, 则 (这 成 立 . 


(这 一 (ii). 显然 . 


(iii)= (i). 由 ( 沁 ) 知 存在 实 对 称 正定 矩阵 @ 使 得 
AZP + PAm + PBu BYP + OY,Cu + Q = 0. 


再 类 似 于 命题 12.5.3 的 证 明 可 推出 (i) 成 立 . 
(üi)< (iv). 由 Schur 补 引 理 得 到 . 0 


其 中 


推论 12.5.3 ” 设 矩 阵 4 稳 定 , 7 > 0, D = 0, 则 下 列 说 法 等 价 : 
(i) MC(s)|əç < 7; 
(ii) 存在 实 对 称 正定 矩阵 Q@ 使 得 矩阵 方程 

ATX + XTA+Yy ?XTBBTX +CTC+Q=0 
有 唯一 的 实 对 称 正定 稳定 解 ; 
(iii) 存在 实 对 称 正 定 矩 阵 尸 使 得 
47P+P4+7 2PBBTP + CTO < 0; 

(iv) 存在 实 对 称 正定 矩阵 PP 使 得 


ATP+PA+CTC PB 
BTP 一 ?2 了 


根据 定理 12.5.2, 可 给 出 计算 ||G(s)|l|。 的 迭代 方法 如 下 : 


算法 12.5.1 (计算 ||G(s)||w 的 近似 值 ) ”对 于 a = omax(G(ico)), 充分 小 
的 正 整数 = 和 满足 1G(sll。 < 5 的 充分 大 的 正 数 b, 执行 下 面 的 步骤 : 


(D y= SF, 并 根据 定理 12.5.2( 或 推论 12.5.3) 判 断 是 否 |G(s)|l。 < 7- 
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Gi) #|G(s)|< < 7, 则 令 5 = y; 否则 , Fa = y. 
(iii) 车 ja — b| > z, 则 返回 (i); 否则 算法 结束 . 


由 上 面 的 算法 得 到 的 ||G(s)|l。 满 足 lG(s)ll。 € [y 一 ,YY 二 和]. 应 该 强调 
的 是 (可 通过 MATLAB 的 LMI 工 具 箱 来 实现 . 
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3 Ei 
1. 证 明 : 和 是 (4, B) 的 不 能 控 特征 根 的 充 要 条 件 是 存在 非 零 的 ve C" 使 得 
a 
2. 证 明 : 》 是 (4,C) 的 不 能 观 特征 根 的 充 要 条 件 是 存在 非 零 的 ve C" 使 得 
E up 


3. 设 4 是 ” 阶 矩 阵 , 证 明 : 4 的 特征 值 均 具有 人 负 实 部 的 充 要 条 件 是 存在 XX > 
0 使 得 4X  XA* < 0. 


(提示 : 证 必要 性 时 考虑 Lyapunov 方 程 4X + XA* = 一 了 .) 


4. 设 刀 和 C 是 给 定 的 具有 适当 维 数 的 实 和 矩阵 , 7 是 给 定 的 正 数 , 则 IICBl|2 < 
y 的 充 要 条 件 是 吾 代数 Riccati 和 矩阵 方程 2 + y 2y BpTy + CTC = 
0 有 唯一 的 实 对 称 解 . 


5. 设 刀 和 C 是 任意 给 定 的 具有 适当 维 数 的 实 和 矩阵 , y > 0 是 给 定 的 常数 . 若 
实 对 称 和 矩阵 Y 满 足 方程 2 十 y-2?YBBITY+CITC = 0, 则 Y 是 半 负 定 的 . 


6. 证 明 : 矩阵 方程 ~2X — XT BBTX + CTO = 0 有 唯一 的 实 对 称 半 正定 


7. 证 明 : 矩阵 方程 2X — XT BBT X + CTC = 0 有 唯一 的 实 对 称 半 负 定 解 . 
8. 设 y > 0, 4 在 虚 轴 上 无 特征 根 , (4, B) 能 稳 , 则 
IC(sI — 4)-BA+DII。<7 
WJ 3635 2815 FIH(OIGi paz: 


(i) D| < y (或 Dm = 71I — DT D > 0); 
(ii) 五 -代数 Riccati 和 矩阵 方程 


XTAM + AX + XTBu BEX +CUCw = 0 
有 唯一 的 实 对 称 稳 定 解 , 其 中 | 
Am = A+ BD2DTO, Bu = BD, 
Cu = (I+ DD} DT):CO, Du = I — DT D. 


9. 设 和 矩阵 4 在 虚 轴 上 无 特征 根 , 7 > 0, 1C(sT — A) 1Bp + Dllo < y, 证 明 : 
WT(s)llo < 1, 其 中 7T(s) 一 Cu(sI 一 Au) Bu, Am, Bu MC u |ë] E EB 
中 定义 . 
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10. 设 (4, B) 能 稳 , (4,C) 能 检测 , 7 是 给 定 的 正 数 , 证 明 : 若 
IC (sI — A) 1B + Dl < 7, 
BI H,/N38RiccatisE BE: y FE 
PAm + ATP — PBU BYP + CCm = 0 


有 唯一 的 实 对 称 半 正 定 稳定 解 , 其 中 T(s) = Cu (sI — Au) Bum, Am, 
PBMr 和 Car 同上 题 中 定义 . 


11. 设 4 在 虚 轴 上 无 特征 根 , (A, B) 能 稳 , y > 0, 则 下 列 说 法 等 价 : 
(ü) 1C(s7 一 4 一 Blle < 7; 
(ii) 瓦 。 代 数 Riccati 和 矩阵 方程 
ATX XT A+y 2XTBBTX +CTO=0 
有 唯一 的 实 对 称 稳定 解 . 
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附录 A ”定理 3.1.1 的 证 明 


定理 3.1.1 的 证 明 可 以 通过 组 合 下 面 的 几 个 命题 得 到 . 


命题 A.0.1 BM, N e Rmxn, WEEP € GLm(R)MQ € GLn( 民 ) 使 


得 
P(sM — N)Q = diag(0moxno, sMo — No), Vs € C, (A.0.1) 
I £— x-H- Mo SH 
并 且 | Mo | = 
No 


WEA WQ... Qm 是 N (| W | ) 的 天 ,将 其 扩充 为 R" 的 基 Q1,…， 
Qno, Qu Qa BP... Po 是 N (| Nr | ) 的 基 将 其 扩充 为 Rw 的 
API, ..-., Pmos Pr Pr È 

Q=[Q Q > Qn |,P=[P P … Pm |“, 
则 容易 验证 式 (A.0.1) 成 立 . 
设 z 是 | WA | = = 0 的 任意 解 WI 
Moz = 0, Noz = 0. 


利用 式 (A.0.1) 推 出 Q | 0 |e 


J 


的 解 ， 于 是 [ Qrt … Qn ] 5 可 由 @1，…，Qm 线 性 表 出 , k SQ, ---, 
Qro: Qu …， Qu 是 Re 的 基 一 起 推出 z = 0, 故 | M 88. Fm, 
[Mo No |] 行 满 秩 . O 
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命题 A.0.2 #M, Ne ma] W | 列 满 秩 并 且 


rank(sM — N) < n, Vs € C, (A.0.2) 
则 : 
(i) 存在 正 整 数 k 和 
zk(s) : = zo + T18 + : ` + TZk8Ë, z; € R",i = 0,1,2,... k, Tk = 0, 
(A.0.3) 
使 得 
(sM — N)zx(s) = 0, Vs € C; (A.0.4) 
(ii) s 是 使 得 式 (A.0.4) 成 立 的 最 小 正 整数 上 的 充 要 条 件 是 
$, #JEE4K, DIWEK, i = 0,12……,E — 1, (A.0.5) 
其 中 
-N 
M -N 
By = M -N € R(k+2)mx(k+1)n. 
M -N 
M 
k=0,1,2,-: E; 
(iii) 当 e 是 使 得 式 (A.0.4) 成 立 的 最 小 正 整 数 时 ，Nz1, Nez- ,Nze 线 性 无 
x, 3PF E zo, 21) ,Xe 线性 无 关 ; 
(iv) 当 e 是 满足 式 (A.0.4) 的 最 小 正 整数 时 , 存在 可 逆 阵 和 @ 使 得 
P(sM — N)Q = diag(Le(s), sMi — N1), Vs € C. (A.0.6) 


证 明 (i) 存在 可 逆 的 多 项 式 矩 阵 P(s) 和 @(s) 使 得 
P(s)(sM — N)Q(s) = diag(di(s) ,dr(s), 0 


` ,0)， 
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其 中 di(s), …, dr(s) 是 非 零 的 实 系数 多 项 式 , r= maxrank(sM — N). 注意 
到 @-1(s) 仍 是 多 项 式 和 矩阵, @-:(s) 的 最 后 一 列 可 表示 成 形式 

uls) =yo+ys + TS. yi ER”, ¿=0,1,2,... ,1, y 0. 
使 用 式 (A.0.2) 推 出 (sM 一 N)sy(s)=0, Vs € C. 

(ü) 设 e 是 正 整 数 , 易 见 


(sM — N)z, (s) = 0, Vs € C 
今 -Nro + s(Mzo — Nz1i) +: : ° 
十 ss(Mze_l — Nze) + s#+1 Mz, = 0, Vs € C 


—N*zo = 0, 

Mro — Nz1 = 0, 

Mz 一 N72 = 0, (A.0.7) 
S . 

Mz._4 — Nz, = 0, 

Mz: = 0. 
& e| to zí T2 :+ We_l Te ] = 0. 


由 | M paano. 
(iii) EN = 0, 则 由 式 (A.0.7) 得 更 。1(zl 十 X28 十 …: 十 Zes!) = 0. 使 
用 (这 及 < 的 最 小 性 可 推出 zl = -o = ze = 0, 与 ze 关 0 矛盾 . 故 Nzi Z 0. IN 
而 , #Nzi, za,……,，Nze 线 性 相关 , 则 存在 h (1 < h < sj 及 al ,Qh_1 € 
及 使 得 
Nz, = oi Nzi + os Nzə t+ Qhp_1NTh_1. 
由 式 (A.0.7) 知 Mzn_i = Q&ıM zo +aaMzrı +: +ah-ıMTh-2, BUM (zh_1 — 


al70 — :'' ° — Qh—1Th-2) = 0. 记 zx 1 = Zh—1 — O170 一 …: 一 Qi 1Zh 2 则 
Mz}_1 = 0, (A.0.8) 
并 且 
Nr} = N(£r-1 — Q1Z0 — : — Qh 1Th 2) 
= M(z—2 — GəZo 一 … — Qh_17h3). 
记 zy# = Th—2 一 CQ270 — `° Qh_1Th-3, 则 
Mr} = Nt} (A.0.9) 
同 理 , 存在 zx*_3，…， 寻 2 使 得 
Nzš = 0, Mzt = Nz, i= 0,1,... ,h — 3. (A.0.10) 


令 Z*(s) = zŠ + ris +- + mk st, 则 由 式 (A.0.8) 至 式 (A.0.10) 推 出 
(sM — N)z*(s) = 0, 
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但 h 一 1 < z. 这 与 e 是 使 得 式 (A.0.4) 成 立 的 最 小 正 整数 矛盾 . PANT, Nzo, 


现在 往 证 zo， T], ° "° , Ze 线性 无 关 . Sao, Q1, ,Qe € 及 满足 
Qozo 十 O171 十 …: 士 Qeze = 0, 
则 
aoNzo 十 Qa1NZ1 +: + QNT: = 0. 


由 Nzo = 0 及 NZz1, Nzo…… ,Nze 线 性 无 关 知 al = …: = ae = 0, 从 而 aozo = 
0. Fizo = 0, 则 zi = M zo = 0, 于 是 Nzl, Nz,- , Vze 线 性 相关 ， 了 矛盾 . 
故 zo Z 0, 所 以 ao = 0. AZ, x0, 21, ,ze 线性 无 关 . 


(iv) 将 Nzi, Nz2,… ,Nze 扩 充 为 R™ 的 基 
Nazi, Nr2,::: ,Neey Yi; +t ,Ym-e; 


Kiro, zi, ;Ze 扩充 为 了 "的 基 zo, 21, ; Tey 2 2 一 (E 十 1)， 令 


-1 
P, = [Ne -e Nz; y +> Ym—e] ， 
Qı = [zo Ti o Te Zo otte Zn-(e+1)] > 
则 
Pi(sM — N)Qi 
= P,[ (sM — N)zo (sM — N)zi © (sM—N)ze x = x] 
= P| sNzi sNzə—Nmai ©- sNze— Nz 1 -NIe xx ++: * | 
= [Nz > Nae y … moe] 
x [sNzi sNzə—Nzai … sNze— Nze_1 -Nte x = x] 
Le(s) sMo — Noi 
| 0 sMi— Ni , Vs € C, 


(A.0.11) 
这 里 x 表示 后 面 不 被 使 用 的 块 (下 同 ). 
现在 只 需 证 明 存 在 实 和 矩阵 了 和 了 满足 


l: x] K sMo1 — Noi | Ë Y | — diag(Le(s), sM; — NO). 


0 I 0 sMı 一 Ni 0 I 
(A.0.12) 
通过 直接 计算 易 见 : 式 (A.0.12) 成 立 的 充 要 条 件 是 
Le(s)Y + sMo1i — Noi + X(sMı — Nı) =0. (A.0.13) 


因而 , R EEKEREN 3IY WS AE SK(A.0.13). 
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HX, Y, Mo 和 Nol 按 行 分 块 有 


x [3] D8] J 

X= 292 , Y= y ， Mo = Mor ， Na = Nor ， 
x, a uf? NË 

于 是 式 (A.0.13) 等 价 于 


sY; — Yj41 + sMÜ) — NË + sX;Mi — XjNi=0, j=1,2,...,e. 
由 s 的 任意 性 得 
Y; + MẸ + X; Mi = 0, 
| Yj + NË + X; N: = 0, 
即 
Yı = -MẸ — XıMı, 
Y, = -MË — XxMi = —N ® 一 Xe IN k=2,...,e, 
Y; = -NÊ -和 Nm 
因而 , H RETEK REX E 


MË + XpMi = NEP + Xx Ni, k=2,...,e. (A.0.14) 
既然 式 (A.0.14) 等 价 于 
[X X X, |% =| ng -MẸ ... NG? _ MÈ iË 
Rh O 
—N] 
Mı 一 Ai 
Y = Mı 5 
一 
Mi 
故 只 需 证 亚 列 满 秩 . 
由 式 (A.0.11) 知 存在 置换 矩阵 已 和 Q@2 满 足 


C 
PBe_102 = | 0 了 | ; 


其 中 C e R(etl)ex(e+1)e 注意 到 e 是 使 得 式 (A.0.4) 成 立 的 最 小 正 整数 , 我 们 
从 ( 边 得 到 更 。_1 列 满 秩 . 所 以 C 可 逆 且 亚 列 满 秩 . n 
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命题 A.0.3 M, NE Rmxn 满 足 | M N | 行 满 秩 并 且 
rank(sM — N) < m, Vs € C, 
则 存在 正 整数 F 和 P < GL, (R). Q EGL, (REA 
P(sM — N)Q = diag((Dh(s))7 ,sa — N.), Vs € C. 
证 明 “类似 于 命题 A.0.2. 口 


命题 A.04. BM, N eR”, 若 存在 s € C 使 得 det(sM — N) Z 0, M 
FEP, Q e GL,(R)(848 


P(sM — N)Q = diag(sIn, — Ni, sM> — In), Vs € C, 
其 中 Ni € Rm, My € Re, HM HAERE. 
证 明 2R, 存在 实数 so 使 得 det(soM — N) Z 0. $ 
M = (soM — N) 1M, N = (soM — N) IN, 


则 
sM — N = I. (A.0.15) 
由 好 的 Fitting 分 解 知 存在 可 逆 阵 Q@ e Rnxn 648 
on [M 0 
Q''MQ= | X|; 
APM e Rm Suk, M e Rem WREE. 由 式 (A.0.15) 知 


Q NQ = Q l(sM 一 DQ = | 0 so M> 一 了 0 N. 


(A.0.16) 


soMi — I 0 |=] V 0 | 
显然 , Ni e Rum, No € Rn2xn2 p|. 从 而 有 


一 一 一 1 
MI 0 a I 0 
— MQ=| | i 
| 0 vae Q Ë N; Mə 


Mi! o ay -|m J 
| N. Q NQ 0 7 | 
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令 M2 = N; M>, Ni = M, Wi 及 


NR REMER EKE, HM 7 FAE BE N1 TE E E E Sha 


R.M = 0, 这 和 M2 = N; M2 = (soM2 一 D -1M; = Mo(so M> 一 I)! 
一 起 推出 M# = N; `M; = 0, BMR FERE. D 


附录 B 定理 3.3.1 的 证 明 


GB=[b b … bm |, APh; € R”, i 二 1,2,… ,m， 由 (4,B) 能 
控 知 rankCn 4B = n. 这 与 B 列 满 秩 一 起 推出 : 可 在 矩阵 Cn 4.8 的 列 中 选择 
出 ?个 线性 无 关 的 向 量 zi(= bi), …, Zm(= bm), Tmt ``", Zn, 并 且 使 得 在 
和 矩阵 Cn 4.5 的 列 中 排 在 zs 左边 的 向 量 一 定 可 由 向 量 z1，zz,，…，zs_1 线 性 表 
Hi,s=m+1,m+2,--. ,n. BEREC 45 的 结构 知 , 这 m 个 向 量 可 表示 成 形 
式 . 


bi, Abı, `. , A" 1b1; bo, Abo, `... , An2-1b5; `. ; bm, Abm, 1 ,Am lon, 
其 中 m1， ro, tt; nm 均 为 正 整 数 旦 满足 ni Hno +: + Ta = n, 于 是 矩阵 


Q:=| C. ,Ab ChayAb ° Cam Abm | 
可 道 . 令 
Qı 
Q= ° Qi =[* e * u] i= 12... ,m, 
Qn 


其 中 Qi e R”, q; e R”. BQT = 有 得 下 面 的 两 个 结论 : 
(i) 车 4A*bj; 是 矩阵 Q@ 的 列 ， Wk < m; E. 


1 #(k,j) = (mi 一 1, © 
T akh. — , ; KZ — ... . 
q; A bj -{ 0, 否则 ， 2,7 = 1,2, |, m; 


° (ü) 对 于 i = 1,2,... ,m, 若 z 是 矩阵 Cu 45 中 排 在 4mi-15 前 面 的 列 的 线 
性 组 合 , 则 qz z = 0. 


设 
q 
A 
Gi = [4 一 1 ... Ab; bi] , W, = q; , 2 二 1,2, ... m, 
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W=[W W wr], 
则 由 结论 人 得 
1 
0 
W,G; = , i= 1,2, M, 
* ° 
1 
0 
0 . . ， 
W,G; = . ) 2 = 1,2, „m, i Z j. 
* 
0 
使 用 
W. 
Wo 
W[G G, … Gm]=| . |[Gi G> - Gm] 
Wm 


推出 三 可 道 . 记 已 = W, 则 由 结论 (i) 和 (记得 证 . 


附录 C ”定理 3.4.4 的 证 明 


由 奇异 值 分 解 , 存在 正 交 阵 太 , VA EEX ARED e Rong 


E = Imdiag(Di,0)V7. (C.0.1) 
令 
Tp_]| Bı 
Li = | p, |° (C.0.2) 


其 中 Bl € R, By e Rox, 组 合式 (C.0.1) 和 式 (C.0.2) 推 出 
rank [ E B ] 
mafala 3] [a] 


D, 0 Bı 
0 0 B 


no + rank Bo. 


(C.0.3) 


rank | 


I! 


# B> = 0, 则 由 式 (C.0.3) 得 no = rank[ E B |] = ni 十 r+. 由 奇异 值 分 
解 , 存在 正 交 阵 他, 亿 和 正定 对 角 阵 万 e R"x" 使 得 


p'e = 了 | ó |”. 


T=VT V = diag(0T, In-n) V7, 
N = Uidiag(DiD, In-no)diag(In , D, In-no), 


M= | D-1 Orx(n-n1=r) | ， 
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则 
In 0 
N| 0 Mi TY 
0 0 
= Uidiag(DiD, Ddiag(I,,, D, In_no)diag(Im, D -1,0)diag(ÜT, VE 
= Uidiag(DiD, Ddiag(I,,,0)diag(ÜT, DVE 
= (Adiag(Di,0)VZ 
= E 
H 


Oni xr _ _ Oni xr _ 
N| L |T= Udig(DÜ,Ddiag(T,,, D In-n) | £ | VT 


~ Omxr | ~ 
= Uidiag(D,U, D | D IV? 
0 


即 式 (3.4.3) 成 立 . 


# B Z 0 且 0 < rankB> < r, Mno = n. 由 奇异 值 分 解 知 存在 正 交 
阵 D2, 友和 正定 对 角 阵 Da e RIRE 


D 
=u, | x |. 


T =V, V = W, M = 0, 


N = Uidiag(Ino, U2) 
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= U(Adiag(T,,,U2) diag(Ino, 0)V/ 


= Udiag(Di,0)V/” 


= E 
H 
Oni xr Onixr 
N| rT |T= Udiag(In, U2) L | W 
0 0 


一 Uidiag(Ino, U2) D vz 
2 
0 
Bı 
= U Uz | D> | VI 
0 
Bı 
= u| | 
= B, 


即 式 (3.4.3) 成 立 . 


# B> # 0 且 0 < rankB2 < r, 则 由 式 (C.0.3) 得 no Z ni. 由 奇异 值 分 解 ， 
存在 正 交 阵 U, 友和 r + n: -70 阶 实 正定 对 角 阵 2 满足 


_ D2 0 | ur 
B=0| 1 0 |Z. (C.0.4) 
记 
BV =| Bu Bb], (C.0.5) 


其 中 Bll € R"ox(r+ni-no) B € RR%X(m-m)， 由 奇异 值 分 解 ,， TEER 
BEUs, 友和 正定 对 角 阵 Da e R(no-ni)x(no—ni)i8 E 


_ 0 
Dr! Bio = Us | Ds | W. 
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(注意 : rank(DI 1! Bio) = no 一 ni 由 式 (C.0.2), 式 (C.0.4) 和 式 (C.0.5) 推 出 ). $ 


V = diag(UT, In_no)Vi, M = diag(D31,0), 


则 
Im 0 
N| 0 MIV 
0. 0 
= Uidiag(Ino, U2)diag(DiU3,0)V 
Uidiag(Ino, U2)diag(DiUs, 0)diag(UF¥, In-no) VE 
= Uidiag(Di,0)V/I 
= F 
且 
Onixr Onixr T 
N I, T= N I, É s |z 
0 0 T+n1—no 
0 
Bıı DiU: yT 
u Mts| p, | 3 
= Uidiag(Ino, U2) vI 
Do 0 
0 0 
Bıı Bi 
= Uidiag(lno, U2) D 0 人 
0 0 
_ Bı 
= | | 
= B, 


即 式 (3.4.3) 成 立 . 


附录 D 命题 5.5.1 至 5.5.3 的 证 明 


命题 5.5.1 的 证 明 注意 到 | 五 十 hhlls = Amax( Ta + hA)*(T, + hA) BE 
阵 的 特征 值 是 其 元 素 的 连续 函数 , 应 用 洛 必 达 法 则 得 


N IL, + hAl — 1 
pa (A) = lim at hA] + 


dV Mmax (I, + hA)*(I, + hA) 


II 
F 


_ 1 lim dÀmax (In + h(A* + A + hA* A | 
令 Y(h) = A* 十 A 十 hA*A, 和 1(h) > Ao(h) 2 e 2 An(h) 为 Y(h) 的 特征 值 ， 
MIn 十 hY(h) 的 特征 值 为 ] 十 hAi(h) > 1 + hÀə(h) 之 … 2 1 + hÀA (h), AE 


max (In + AY (h 
m (A)= 3 lim — AY) 


d (1 + hA1(h) 


l 
2 ig 


= $ lim M(h)+4 Hm h- dà, (h 


JAmax(A+4*) +} lim h- da). 


Bu (A FEA lim hO = k 存 在 ,只 需 证 6 = 0. ETA, 设 Y( 和 的 
特征 多 项 式 为 
F(A) = det (AI — Y(h)) = A” + an1 (h)A®T1 +... + a(h)A + ao(h), 
其 中 ai(h) 为 h 的 多 项 式 , i=0,1, ,n — 1, 故 
`(h)” + an1 (PART! +... + ay(h)Ai (h) + ao(h) = 0. 

上 式 两 边 对 h 求 导 得 

PS + os) XI (A) + (n — Da, (hAg e(n I 
dA1(h 


+ + hh) + alh) +ao( = 0. 
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令 
colh) = ap (h)ATT (h) +--+ + a)(h)Ai(h) + ao (h), 
dolh) = nA (h) + (n — 1)an-1(A)AT (h) +-+- + ailh), 
Wao (h S + colh) = 0, 于 是 
dlh) G + co(h) = 0. 
由 lim, co(h) 存 在 及 
dA1(h) 
a 0+ h dh k 0 


知 lim 中 (名 存在 , 故 lim KAFE. 注意 到 
h—0+ h—0+ 


an) = EO (A) + a (D, 


其 中 
d (h) = n(n — 1)A#-2(h) + (n — 1)(n — 2)an 1(h) A 3(h) + .+ 2a2(h), 
ci (h) = (n — 1)an-1(h)AT? (h) + :+ 2a2(h)Ai(h) + al (h). 
类 似 推 出 lim di(h) 存 在 的 过 程 易 得 im di(h) 存 在 .进而 lim dr_,(h)f£ 
h—0+ h—0+ h—0+ 
在 . 注意 到 


dalh) = 


dh 
我 们 推出 lim Dft, ik= lim hH = 0, 矛盾 ,因而 k = 0. 从 
h—0+ h—>0+ 
而 pp(4) = 2Amax (A + A*). 
命题 5.5.2 的 证 明 由 | A| = max > Jaijl, VA = [a;;] e Fnxn RAWE 
i=1 


法 则 有 
H(A) = lim lt at 


n 
max fi + ha;;| + 5 mas —1 


i=1 
1⁄3 


+g(h) (g(h) 是 关于 h 的 多 项 式 )， 


lim 
h—0+ 


n 
|1 + ha;;| + DD lei;| — 1 
i=l 
1<j<n h—0+ 
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2 .. 2 一 一 n 
max lim | (1 + hRe(a;;))” + h? (La(a;;)) 1 +5 ea) 
i=l 


ISJ Sn h—0+ 
1 


l! 


lI 


1S3<nh—0+ 2V (1 + hRe(a;;))? + h? (Ia (a;;))° 


= 过 s [e (a;;) + > ea) 
i27 


命题 5.5.3 的 证 明 类 似 于 命题 5.5.2 的 证 明 . 


max lim (1 + hRe(a a;;))Re(a ji) + 2h (Im (a;;))2 Be 
1⁄7 


附录 E 定理 8.3.1 的 证 明 


引 理 E.0.1 设 线 性 空间 V 的 子 空间 忆 ,-… , Ph AE P, 2 … > P, B. 
dimP; > k—i+1, i=1,2,...,k, 


€; € P;, i= 1,2, „k 一 1 线性 无 关 ， M = span {£1,.… „Êk-1}, 则 存在 z € 
已 \M 使 得 M @ span {1} Em, ,7% 且 mn € Pi,i = 1,2,... , k. 


证 明 ”对 k 应 用 数学 归纳 法 . k= 1 时 显然 (此 时 AM = (0)). 假设 小 于 k 时 
结论 成 立 . 

当 k 时 , $N = span {&2,… ,&k_1}( 当 k = 2 时 令 N = {0}), 由 归纳 假设 ， 
存在 ye P, N NIETEN @ span {y} A Æt e SE Be € Pj= 2,:… ,k. 

# é M, ME ¢ N @ span {y (EU, M C'N @ span {y}, 这 和 dimM = 
dim(N @ span {y} EEM = N @ span {y}, 与 y 4 MFH), 因而 M @ 
span{y} 有 基 &1,&2,… s HE € Pi, £; € Pj j = 2, , k; 若 y € M, 则 y = 
k—1 


> aiti 由 y 共和 推出 al Z 0, 故 


i=1 
N ® span {y} = M, 
TEMA 356, GHS € 万 = 2,---,k. 再 由 dimP1 > k > k—1 


dimM 知 存在 fi € P, N M 使 得 M @ span (8 Et, En e E HE e Ppi 
1,2,-.. k. 1 


SIB 了 .0.2 设 i < h <- < i, Sn, Mı C M> C .CA 和 Ni D 
Na Do D Ni 均 是 n 维 线性 空间 V 的 子 空间 , BdimM, = ip dimN, = 
n — iy + 1,p = 1,2, ,k, 则 存在 V 的 子 空间 M 使 得 M 有 基 é, c Mpp 
1,2,… ,大 和 基 m € Np,p = 1,2, ,k. 


证 明 ”对 kk 应 用 数学 归纳 法 . 当 k = 1 时 , 由 dimMi + dimNi = n + 
14M NN: Z (0), 于 是 存在 0 关 &1 =m € MI nN), 即 结论 成 立 . 假设 当 k 一 
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1 时 定理 成 立 , 即 存在 V 的 子 空间 1Mo 使 得 Mo 有 基 &j € Mj,j =1,% ,k — 
1 和 基 nj; € Nj, j =1,2, k — 1. 
=k, &P; = N; N Mk,j = 1,2, ,k, Wj P, D Ps > :: D Pk 注意 
Flip — i 2 k — j, 由 
dimM, + dim N; =i +tn—ijti>n+k-j+l1 
得 
dimP; = dim(N; n Mk) = dim M, + dim N; — dim( Mk + N;) 
2 n+k-—-j+1l-n=k-j+1,j=1,2,--,k. 


另 一 方面 , 由 mj € Mo C Mkn € N;,j = 1,2,.… ,k 一 1 推出 mn; € P;,j = 
12,… ,kk 一 1. 使 用 引 理 也 .0.1 知 存在 z E 已 \W0 使 得 Mo @ span (z) #šr € 
P, C Ns,s 一 1,2,.…- sk. A 5k, Mo @ span {1} f Æ6, …: k-12 Hg € 
Mx,&; € M;,j =1,2,...,k—1.0 

推论 五 .0.1 ”车 在 引 理 E.0.2 的 前 提 条 件 下 附加 假设 V 是 酉 空间, 则 存 
在 V 的 子 空间 M 使 得 M 有 标准 正 交 基 é&; € Mipi = 1,2,… ,k 及 标准 正 交 
基 ni € N; i= 1,2, , k. 

证 明 ”由 引 理 也 .0.2 知 , FEVE TEE MIME 

Zi € Mi, i= 1,2,- , k 


及 基 
yi E Ni, i=1,2, k.. 


BOYMDai, o, IAY, e, YAE ELE TAMRE EE c Mi, 
i=l, `... K 及 标准 正 交 基 1 € N;, ¿= 1, 2, 5 k. D 


引 理 E03 WH < Cnxn 满 足 豆 * = H, p 及 5 同 前 面 定义 , 若 C" 中 的 两 
个 标准 正 交 的 向 量 组 zl, .… ,zi 及 奶 ，… ,大 满足 
span [z1,-:: ,Zk} = span (g, Yk}, 
则 
Pler 2k) = PUn Ye). 
证 明 BN, 存在 西 矩阵 满足 
[yi syel = [en EU, 


于 是 矩阵 [zl,…. ,TE H[z1, : ° ,2 与 矩阵 … yrl Hu, > ,yk] 有 相同 
的 特征 值 ， DOCA `: , Zk) = Ply: `: Yk). 0 
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引 理 E.0.4 ” 设 V 是 复 n 维 西 空间 , V 的 子 空间 和 Ni,…, NV 满足 
N. C- C Nn, dimN; =i, i=1,2,...,n. 


ERMi, e, 计 满 足 S -: : < ik < nHip 2 p, p = 1,2,- k. E zp € Nip» 
p=1,2, … ,满足 z1，:… , ze ERUEIE2E, 则 存在 yj € Ni P= 1, 2,..., kii 
Ëy, `... yk 标准 正 交 且 


span {z21;, , Zk} = span (11, : ,Yk}. 


证 明 ”对 k 应 用 数学 归纳 法 ， 当 k = 1 时 结论 显然 成 立 . 假设 k — 1(k > 
1) 时 结论 成 立 . 下 面 往 证 当 k 时 结论 成 立 . 


(i) ik > îk—1: 由 归纳 假设 ， 存在 yp € Nap =1,2,--- ,k — 1 使 得 yi， “ 
Yk—1 标准 正 交 ， 且 span tm, `. ,Yk—1} = Span {21， ,Zk-1}, 于 是 


span tz, `. ,Uk— 1, Zk J = span {21, . Zk}. 
再 由 Schmidt 正 交 化 知 , 存在 向 量 y; € Ni 使 得 
span (uu: ,Yk} = span(2,::' ,Zk}. 


由 推论 8.3.1 知 计 = 及 ,从 而 结论 成 立 , 
(ü) ik = 区-1. 此 时 一 定 存 在 正 整 数 m 满 足 


Rim < im = = ik 
$w, = span {zm, ne , Zk}， MJN; -1 U Wm C Nips 于 是 
dim( Ai 1 n Wm) > k — m. 
Wan, V tOk<-128 N; —1i N Wm 的 标准 正 交 基 , 并 在 Wn 中 选择 wn 使 得 wx， 
Wm, .**， wk-1 标 准 正 交 . 使 用 zi， `. 5 zk 标准 正 交 推 出 z1， Ym—l; Wm, ', 
w ÄRE H. 
span {21， nu ) Zk} = span {21， ``" y Zm—15 rp ' ° ° , Wk} . 


对 正 整 数 序列 得 e, im-1, ik — 1l, t, ik — 1, i K(J8tHi; 一 1 为 k 一 m 个 ) 和 向 
EF Ia, 1t, Zm—l;, Wm, ` `", wk 应 用 (容易 推出 要 证 结论 . n 


引 理 E.0.5 WH e Cnx7 满 足 H* = H. M > … > 加 是 瑟 的 特征 值 . 
ER %ti e ME <... < ¿k S n. 


202 系统 与 控制 中 的 矩阵 理论 


(i) ECHT ERV, , VEV C … C WHdimW, = ip, p 一 1 ,k, 
则 


inf, Blen ,2k) S PAn Ai), 
P 


其 中 F(z1， Ttt zk) 同 前 面 定义 . 


(ii) sup inf (z1, Zk) S Plin s Aip) 
MiC- CMp TrEMp 
dimMp=ip {Zp}o.n. 


证 明 设 8 [q q - qa | 为 西 阵 且 H = Qdiag(Mi,: : ,An)Q*, 
记 
Np = span {qip ,qn}, 
则 Ni D … D Ni 且 dim N, = n — ip + 1,p = 1,2, ,k， 注 意 到 WW c 
… C 底 满 足 dimVy = ip, p = 1,2,… ,hk， 由 推论 .0.1 知 , TECHTA 
闻 M 使 得 M 有 标准 正 交 基 匈 € Vp, p = 1 2,…… ,及 标准 正 交 基 n, € N,,p = 
` ,kk, 从 而 存在 西 阵 U 使 得 区 -EU = [m - ` m]k]. 使 用 引 理 E.0.3 推 出 


inf, @(z1, e , zk) < Plé “ ,&k) = Pm,- , ` y T]k). (E.0.1) 


Bar,- , ap 是 矩阵 [rm Hi : ` ` mg] 的 特征 值 , 则 由 定理 8.1.4(i) 得 


* 

一 Him... 
K wec er se) mn] Hlm re]z 
llz||2=1 
= min ax z*Hz 
SECR* (i?!) zCR(S) 

及 (9S)Cspan{f71 ,nk} ||zlla=1 


Hz 


人 


max 
zEspan{np, k} 
llzl2=1 


/A 
B 
s: 
x, 
T 
R 


使 用 p(t1,… t ATENE EAN Eh 
Pm: nk) = plar ak) S p(X 415 ° s Ain) 
这 和 式 (E.0.1) 一 起 推出 (i) 成 立 , 从 而 (让 成立 . D 
推论 E.0.2 WH e C"*x" 满 足 H* = H, M 2 … > 和 hn 是 了 HH 的 特征 值 ， 
Eği, iki AE. 41 S» < ik < N, Hip 2 p,p = 1,2,- , k, e QE] BU 
面 定 义 , WI 
sup inf Plz: ` ` , Zk) < PAg y. `. Az). 


ATC…CR TpE 
dimMp=ip joh. 
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证 明 ECHT E [BJ Mi: : ,Mi 满足 Mi C.-C Mg 及 dim Mi = ip, 
p 一 1, 2, ” k, 则 存在 Cn" 的 子 空间 Mi， n. ;Mi 满足 Mi Cec M, B M,, C 
Mp, dimM; = ip, p = 1,2,… ,k, 于 是 


inf @(zi,::' 2k) S inf @(zi,::: Zk). 


T €M, M. 
{epjon. ajon 
由 引 理 E.0.5 得 
i 5 ... < r t. A), 
a GZ ,Tk) S PON Az) 
{zp}o.n. 


从 而 结论 得 证 . 吕 


引 理 E.0.6 WH c Cn"xn 满 足 刀 * = H, M 2 … 之 入 是 日 的 特征 值 ， 
对 i = 1,2,… ,n, qi 是 互 的 属于 和 的 特征 向 量 , 并 且 q1,… , qn 标准 正 交 , 正 整 
Zin iM Ei <- S ik < nH, > p, p= 1,2,… ,k, p 及 $$ 同 前 面 定 
X, EQ; = span {gq1,… q; j = 1,2,… 则 


iy i B(x1.... > s... AN 
(i) sy, P(T, ,Tk) Z PAg» Ag); 
{zp}o.n. 


ii i 方 ... > asss A). 
(ü) a p(z, , Zk) 2 PON, ;和 i ) 


{zp}o.n. 


证 明 (Gi) 对 任意 满足 z1,… ,zk 标准 正 交 的 Zp € Qg P= 1,2,… ,k. 
由 定理 8.1.4(ii) 知 


B= max min yz1:.. zx Hlz1:.: rx]y 
n= DR, Ry “| HI ] 
llyll2=1 
= max min z*Hz 
WeCr*? zER(W) 
R(W)Cspan{z1,.. ZK llzll2=1 
min z* Hz 
z€spaníz1,::: Tk} 
llyll2=1 
min 7*Hz 
TEQ u 
tp 
|llzll2=1 
= Ao p= 1,2,... ,k. 


V 


V 


使 用 yp 关于 每 个 变量 递增 推出 


P(T, , Tk) = (m; Hk) > ply , À). 
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从 而 结论 得 证 . 
(ii) 令 
S = {(z1 , 25)|Zp € Qip p = 1,2,... ,k, {zp} 0.n.}, 
S = TOEI , Tk)|zp € Q; p = 1,2,... ,k, {zp} on.}, 


S, 一 (CED Tk) : (Z1 , Zk) € S 且 存在 (z1,… ,Zk) € S 
使 得 span {zl…… zk] = span {z1,.… ,zk}}， 


则 So C S', 从 而 由 引 理 E.0.4 及 引 理 E.0.3 得 


inf @(zi,:': ,Tk) = inf @(Zi,:'' ,Tk) 
TpEQip (zi, PR)ES0 
{fzpjom 
' > inf  Ø(£1, , Zk) 
(zl y" ,TR)ES 
= inf (zl ,Zk). 
9 @(z1 k) 
p 
{zp}o.n. 


使 用 (i) 推 出 (让 成立. D 
推论 E.0.3 RH e Crx"n 满 足 H* = H, M > … > 入 是 五 的 特征 值 ， 


ER% sik Ei < “< ik < T, Hip 之 p, p= 1,2,: sk, 8p 及 5 同 前 
EEX, 则 


sup inf @(zi,::' Ek) 2 pM ,Ny ). 
M.) C.-..CMk TpEMp 1 k 
dimMp=ip {zp}o.n. 


组 合 推论 E.0.2 和 推论 E.0.3 得 到 定理 8.3.1. 


附录 F 定理 11.5.1 的 证 明 


= min Mmax®(A),A = max Amax® (À 
u= min, (a). = max, (à), 


WAS u > 0. 对 于 待定 的 正 整数 N, 令 


T; = ST pi = \maxð(T,;), i = 0,1,- , N, 


We <m < ni = 0,1, ,N. 
设 m; 为 (TD) 的 属于 特征 值 ji 的 单位 特征 向 量 , 并 满足 


| m ni- > 0,i = 1,2,- , N, 


则 
PT) = imi i = 0,1, , N. 
定义 连续 函数 7 : [0, T] > R” F: 
Ti— À )— T;_ 
n) = Tm t T, TM VÀ € [T LI] i=1,2, N. 


显然 (成 立 , 下 面 往 证 (成 立 . 
任 取 Ae [0, T|, 则 存在 7 使 得 Xe [Tj-1, Tj], 于 是 
入 二 ay7-1 十 (1 =Z a)Tj, 
其 中 


Tj- À 


Q = ， 
五 一 33-1 


从 而 


2 
D(A) = HoT + (1 — a)T;) = að(Tj-1) + (1 — a)®(T;) - all — o) XX, 
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故 
7 NEA) NN 
= [enr + (1 — o)mi le@(T;- 1) + (1 — o)@(T;)]|[em;-1i + (1 — a)n] 
+ 人 1(N) 
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Hj-1Hj 
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